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Resum 
Aquest projecte tracta de conceptes relacionats amb la teoria de control. Aquesta és 
fàcilment representable de forma gràfica, doncs disposa de gran contingut visual. 
Actualment, els computadors presenten capacitats gràfiques i interactives que es poden 
aprofitar en l’àmbit de l’enginyeria i particularment en l’àmbit de l’enginyeria de control. 
L’objectiu és desenvolupar algunes aplicacions gràfiques i interactives destinades a donar 
suport a la docència. D’aquesta manera, l’ús d’aquestes eines interactives permet a l’usuari 
assolir amb més facilitat i claredat aquells conceptes que són difícils de percebre a través de 
classes teòriques o llibres.  
L’elaboració de les aplicacions interactives inclou tasques de disseny i programació 
(implementació), que s’efectuen mitjançant l’ús del programa informàtic Sysquake. Per a 
cadascuna d’aquestes aplicacions s’ha redactat un document, anomenat fitxa, que serveix 
de manual per a l’usuari. Les fitxes estan estructurades en tres parts: el contingut teòric, on 
es descriu una breu explicació teòrica relacionada amb el concepte tractat; la pantalla, on 
s’expliquen els elements que apareixen per pantalla i com funciona la seva manipulació; i 
per últim els exemples, on es mostren diferents exemples que serveixen per entendre millor 
els conceptes.  
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1. Introducció 
1.1. Origen del projecte 
El present projecte sorgeix com a continuació d’un projecte realitzat pel departament 
d’Enginyeria de Sistemes, Automàtica i Informàtica Industrial (ESAII). [1] L’esmentat projecte 
consistia en la creació d’una sèrie d’aplicacions interactives relacionades amb la teoria de 
control i amb la finalitat d’un ús didàctic. El projecte que es presenta tracta de dissenyar 
noves aplicacions interactives que no van ser creades en l’anterior, doncs la teoria de control 
és un camp molt ampli i amb una gran diversitat de conceptes. D’aquesta manera, es creen 
aplicacions interactives diferents, però seguint la mateixa metodologia que l’anterior projecte.   
1.2. Objectius del projecte 
L’objectiu d’aquest projecte és dissenyar un conjunt d’aplicacions gràfiques i interactives 
relacionades amb conceptes de la teoria de control. La finalitat d’aquestes aplicacions és 
que serveixin de suport a la docència. Cadascuna de les aplicacions interactives tracta de 
conceptes diferents, però el conjunt de totes elles es caracteritza per disposar d’un gran 
contingut visual que permet entendre amb més facilitat aquells conceptes que són difícils 
d’assolir. Així doncs, aquestes eines interactives són un mecanisme diferent d’ensenyament 
al què habitualment s’ha utilitzat, com són les classes teòriques. Tot i així, com ja s’ha 
comentat anteriorment, es vol que aquestes aplicacions serveixin de suport, és a dir, com un 
ajut complementari pels estudiants a part de les sessions teòriques i la consulta de llibres.     
1.3. Abast del projecte 
Es dissenyen diverses aplicacions interactives que s’adapten als temaris de diferents 
assignatures de la titulació d’enginyeria industrial, impartides a l’Escola Tècnica Superior 
d’Enginyeria Industrial de Barcelona (ETSEIB). Són les assignatures de Dinàmica de 
Sistemes i Control amb Computador, corresponents al departament d’Enginyeria de 
Sistemes, Automàtica i Informàtica Industrial (ESAII). 
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2. La importància de la interactivitat  
2.1. La interactivitat en l’ensenyament 
Tradicionalment, els mètodes seguits per transmetre els coneixements han consistit en l’ús 
de textos i fórmules. Durant l’ensenyament de les matèries, els professors han trobat difícil 
fomentar la motivació dels estudiants en el seu procés d’aprenentatge. Una manera de 
captar la seva atenció i promoure la seva participació és, per exemple, a través d’exercicis 
en grup o de pràctiques a laboratoris. S’ha observat que la participació directa dels 
estudiants afavoreix la seva capacitat d’aprenentatge, i és per aquest motiu que és 
necessari adaptar el material docent a aquests requeriments. 
Actualment, el camp de la informàtica juga un paper molt important en la docència i una 
manera de treure’n profit és utilitzant la interactivitat. Una possible definició de la 
interactivitat, basada en la informàtica, és la següent: 
És el compromís entre els aspectes visuals, la comprensió de l’usuari, la creativitat, el suport 
tècnic i els enllaços directes amb les idees teòriques. [2] 
Algunes de les principals raons per les que la interactivitat en l’ensenyament és útil són: 
- Facilita l’aprenentatge centrat en l’estudiant, el que permet l’elecció de les vies per a 
l’aprenentatge i el ritme al que s’introdueix el nou material. 
- Pot abordar diversos estils d’aprenentatge i modalitats. 
- Motiva la interacció, l’experimentació i l’aprenentatge cooperatiu dels estudiants. 
2.2. La interactivitat en la teoria de control 
El camp de l’educació de la teoria de control és una de les àrees on la interactivitat ha tingut 
una major influència.  
En l’enginyeria de control, els enginyers sovint utilitzen els computadors per calcular i 
representar gràficament diferents magnituds, com per exemple les respostes temporals i 
freqüencials, els pols i zeros al pla complex, els diagrames de Bode, Nyquist i Nichols, pla de 
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fase, etc. Sovint aquestes magnituds estan estretament relacionades i constitueixen 
diferents visions d’una sola realitat. La comprensió d’aquestes relacions és una de les claus 
per aconseguir un bon aprenentatge dels conceptes bàsics i permet als estudiants dissenyar 
sistemes de control amb precisió. Les idees, els conceptes i els mètodes de control 
automàtic són realment rics en continguts visuals i per tant es poden representar de manera 
intuïtiva i geomètrica. [3] 
Per aquest motiu, la creació d’aplicacions interactives resulta ser una bona manera de 
millorar la docència d’aquesta àrea. Aquestes es presenten com un suport pràctic, on la 
interactivitat ajuda a millorar l’abstracció de conceptes teòrics i a motivar la participació dels 
estudiants. Les eines interactives han de desafiar als estudiants i animar-los a fer 
observacions i relacionar-les amb la teoria amb la finalitat de desenvolupar una comprensió 
més àmplia i profunda.  
Aquestes eines es basen en objectes que permeten la manipulació gràfica directa. Durant 
aquestes manipulacions, els objectes s’actualitzen immediatament, de manera que la relació 
entre objectes es manté contínuament. L’eina de desenvolupament que s’ha fet servir per 
crear les aplicacions interactives és el programa Sysquake. 
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3. Les aplicacions interactives i les fitxes 
3.1. Procediment d’elaboració 
Cadascuna de les aplicacions interactives s’ha dissenyat seguint la mateixa metodologia. Els 
passos seguits són els següents: 
 Definició del concepte i elecció de les il·lustracions: 
El primer pas consisteix en escollir i definir quin concepte es vol il·lustrar a 
l’aplicació. Tot seguit, es determinen quines són les representacions gràfiques 
més adients per il·lustrar el concepte. 
 Programació mitjançant un editor de text: 
Es tracta de realitzar la implementació del codi font amb l’ús d’un editor de text 
extern, donat que el programa Sysquake no disposa d’un editor de text incorporat. 
S’ha fet servir l’editor de text anomenat Notepad++. 
 Conversió del codi a les aplicacions: 
El codi obtingut amb l’editor de text es guarda amb l’extensió *.sq, així el 
programa Sysquake el pot reconèixer i es poden visualitzar el conjunt de figures 
implementades a l’anterior pas. Per obtenir les aplicacions que s’entreguen als 
usuaris, és necessari muntar els executables a partir dels arxius *.sq, els quals 
tenen l’extensió *.exe. 
 Documentació: 
L’últim pas és redactar les fitxes, que són els documents que serveixen de manual 
d’ús pels estudiants. Cada aplicació interactiva disposa d’una fitxa. 
3.2. La filosofia de les aplicacions 
Les aplicacions interactives han estat creades pensant en unes característiques concretes. 
Han de transmetre els conceptes de forma clara i acurada i han de fer més entenedors 
aquests conceptes, que sovint són complicats d’explicar. La manipulació dels elements 
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interactius ha de ser senzilla i intuïtiva. A més, la configuració de totes les aplicacions ha de 
ser semblant, és a dir, s’ha de mantenir una similitud en la distribució de les figures. 
Aquestes particularitats faciliten el seu ús i fan que en el cas dels estudiants, aquests 
puguin fer-ne un ús una mica més independent, sense la necessitat de la supervisió 
continua d’un professor per tal d’aclarir dubtes de funcionament.  
3.2.1. Les aplicacions interactives creades 
S’han creat un total de cinc aplicacions interactives: 
1. Resposta freqüencial de sistemes de primer ordre de temps discret 
2. Resposta freqüencial de sistemes de segon ordre de temps discret 
3. Control LQ de sistemes de temps continu 
4. Control LQ de sistemes de temps discret 
5. Incertesa i Robustesa 
3.3. La filosofia de les fitxes 
Les fitxes han estat creades per ser utilitzades com a manual d’ús. Aquestes contenen les 
instruccions necessàries per a que l’usuari en faci un bon ús i es caracteritzen per no ser 
extensament llargues, com en canvi ho són els grans manuals. 
Cada fitxa té els següents apartats: 
1- Contingut teòric: breu explicació de la teoria. 
2- Pantalla: explicació dels diversos elements que apareixen per pantalla i el seu 
funcionament. 
3- Exemples: presentació d’uns quants exemples. 
3.3.1. Contingut teòric 
En aquest apartat es presenta una breu explicació teòrica del que es pretén il·lustrar a 
l’aplicació. Donat que s’introdueix de manera breu, la seva finalitat és que serveixi com a 
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material addicional a la teoria explicada a classe i que l’estudiant s’integri en el que es vol 
ensenyar. Aquest apartat inclou referències bibliogràfiques perquè estiguin a la disposició de 
l’usuari si aquest vol aprofundir en la teoria. 
3.3.2. Pantalla 
En aquest apartat s’explica quins són els diversos elements que apareixen per pantalla i 
quin és el seu funcionament. S’especifiquen, per a cada figura, els elements que es 
representen, els colors i formes que prenen i com l’usuari pot manipular els elements 
interactius.  Es mostra, també, la imatge que es visualitza a la pantalla.  
3.3.3. Exemples 
En aquest últim apartat es mostren uns quants exemples relacionats amb el què s’explica a 
l’aplicació interactiva. Serveix perquè l’usuari observi diferents configuracions del que s’ha 
mostrat i entengui millor els conceptes.  
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4. Resposta freqüencial de sistemes de temps 
discret 
La resposta en freqüència d’un sistema de temps discret s’obté substituint z per       , on 
T és el període de mostratge i   és la pulsació,   [  
 
 
] rad/s. 
Per estudiar la resposta freqüencial de sistemes de temps discret, aquests s’han 
classificat en sistemes de primer ordre i sistemes de segon ordre. La raó per la qual 
l’estudi només se centra en aquests dos tipus de sistemes és que qualsevol sistema 
d’ordre superior es pot descompondre en sistemes com aquests.  
En tots dos s’ha estudiat el comportament del guany i la fase del sistema, per tant, la 
metodologia que s’ha seguit a l’hora de crear les dues aplicacions és la mateixa. Les 
equacions que s’han fet servir per realitzar l’estudi serveixen només pels zeros del 
sistema de temps discret. No obstant, s’ha volgut aplicar aquest estudi als pols del 
sistema i com a conseqüència, s’han hagut d’adaptar les equacions pel cas dels pols.  
En totes dues aplicacions es poden observar les següents figures: 
- Pla z: és on es representen els pols i zeros del sistema. Els pols se simbolitzen amb 
forma de creu, mentre que els zeros en forma de rodona. No es poden visualitzar 
simultàniament, és l’estudiant qui, en funció de l’activació d’un selector, decideix que 
es vegin uns o altres, en funció del què vol estudiar.  
- Diagrama de Bode (guany): es dibuixen les corbes de guany expressades en dB. 
- Diagrama de Bode (fase): es dibuixen les corbes de fase expressades en graus.  
- Diagrama de Nyquist: és un diagrama polar que representa el guany i l’angle de la 
fase de la funció de transferència en coordenades polars, variant el valor de la 
freqüència   de 0 fins a l’infinit. 
- Diagrama de Nichols: expressa el valor de guany en funció de la fase. 
El programa Sysquake disposa de vàries funcions que dibuixen els diagrames anteriors. Per 
dibuixar els diagrames de Bode s’ha utilitzat la funció bodemag (pel guany) i bodephase (per 
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la fase). Pel diagrama de Nyquist, la funció utilitzada és nyquist, i pel diagrama de Nichols, 
nichols.  
El diagrama de Nyquist és una representació paramètrica d’una funció de transferència. La 
part real de la funció de transferència es representa a l’eix x, mentre que la part imaginària 
es representa a l’eix y. Per tant, el codi que s’ha creat especifica que es dibuixi una gràfica 
amb aquests eixos de coordenades. 
Al diagrama de Nichols, l’eix x representa la fase i l’eix y representa el guany. S’ha creat una 
codi que permet dibuixar una gràfica amb aquestes especificacions.  
A continuació, s’explica com s’ha realitzat l’estudi pels dos tipus de sistemes de temps 
discret. La primera part tracta de la teoria relacionada amb el sistema d’estudi, la qual s’ha 
obtingut principalment de l’article On the frequency response of scalar discrete-time Systems 
(Bernardo A. León de la Barra, Raúl Prieto). [4] La segona part fa referència a la 
implementació, és a dir, als aspectes relacionats en crear l’aplicació amb el programa 
informàtic Sysquake. 
No obstant, han sorgit alguns problemes a l’hora de dibuixar els diagrames de Nyquist i 
Nichols pel cas dels zeros. Aquestes dues funcions no dibuixaven les gràfiques. Com a 
conseqüència, s’ha procedit a crear un petit codi que faci exactament el mateix que la funció 
desitjada.  
4.1. Resposta freqüencial de sistemes de primer ordre de 
temps discret 
4.1.1. Contingut teòric 
Es considera el polinomi de primer ordre definit a continuació: 
L’arrel d’aquest polinomi correspon al seu zero i  s’expressa de la forma    . Cal destacar 
que  (   ) té guany 1 en contínua, ja que per     el sistema  (   )   . És per aquest 
 (   )  
   
   
                 (Eq.  4.1) 
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motiu que se li afegeix el factor (   ) al denominador. Per obtenir la resposta freqüencial, 
es fa el canvi       ,     , i s’obté el polinomi  (      ). 
El polinomi que s’utilitza per estudiar els pols és: 
 Guany 
En els sistemes de primer ordre es poden distingir dues zones del pla z que afecten al 
comportament del guany. Aquestes dues zones són els semiplans del pla z: semiplà 
esquerre (part real de l’arrel negativa) i semiplà dret (part real de l’arrel positiva). Segons el 
semiplà on es trobi el pol/zero del sistema, s’obté un diagrama de Bode de guany que 
correspon a un filtre passaalts o passabaix.  
Així doncs, si es tracta de zeros s’obté que qualsevol d’aquests situat al semiplà esquerre 
correspon a un sistema amb filtre passabaix. Si el zero està situat al semiplà dret es té un 
filtre passaalts. 
Aquest comportament és just l’invers pel cas dels pols. Qualsevol pol situat al semiplà 
esquerre correspon a un filtre passaalts, si aquest està situat al semiplà dret, a un filtre 
passabaix. 
Per tant, els valors de guany màxim i mínim es trobaran sempre a la freqüència zero o a la 
darrera freqüència d’estudi, és a dir, als dos extrems de la corba de Bode que s’estudia. 
Tot seguit es descriu el comportament dels valors màxim i mínim del guany del polinomi 
 (      ). 
Valor màxim: 
L’Eq. 4.3 ve donada per l’Eq. 4.4: 
   (   )  
   
   
     (Eq.  4.2) 
‖ ‖  ̇         {| ( 
     )|}                                                                                (Eq.  4.3)  
‖ ‖  {
     
|
   
   
|  
   
    
   
                 
       
                                                                        
                                                                                                                                       
(Eq.  4.4)  
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De l’Eq. 4.4 es pot afirmar que el valor màxim de guany varia en funció de la variable a, és a 
dir, del valor que pren el zero. Per a valors de    , quan el zero està situat al semiplà 
esquerre, el guany màxim té valor constant igual a 1 (0 dB). Per a valors d’a reals positius 
excepte 1, el guany màxim no és constant, sinó que varia en funció de la posició del zero i 
és sempre positiu. 
Valor mínim: 
L’Eq. 4.5 ve donada per l’Eq. 4.6: 
De l’Eq. 4.6 s’observa que el comportament del mínim també varia en funció de la variable a. 
Per a valors de    , el guany mínim varia en funció de la posició del zero i és sempre 
negatiu. Per a valors d’a reals positius excepte 1 el guany mínim té valor constant igual a 1 
(0 dB). 
 Fase 
La fase es comporta de manera diferent al guany, els seus valors màxim i mínim no es 
troben sempre a l’inici o a la última freqüència, sinó que es pot trobar un punt singular 
entremig. 
L’expressió de la fase per a un sistema de primer ordre és: 
La següent proposició descriu el comportament de    { (      )} com a funció de la 
variable a: 
- Per | |   ,    { (      )} augmenta monòtonament des de      (   )    fins a 
     (    )   . 
   {
|
   
   
|  
  
                 
    
  
         
     
                                                                        
(Eq. 4.6) 
     
   ̇         {| ( 
     )|}                                                                                       (Eq. 4.5)  
   { (      )}     {
   ( )   
   
   
    ( )
   
}      (Eq.  4.7)  
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- Si     ,    { (       )} creix linealment des de      (    )    fins a 
     (     )     , amb discontinuïtat d’alçada –    a    . 
- Si    ,     [   ( )   ]        ( )  creix linealment des de     fins a   a [   ], 
amb discontinuïtats d’alçades   i –  a     i    , respectivament. 
- Per     (    ),    { (      )} disminueix (augmenta) monòtonament des de 
     (   )    fins als seu valor mínim (màxim), el qual se situa a   
       (   ), i el seu valor ve donat per l’expressió        (     ( ) √    ), 
respectivament. Finalment,    { (      )} augmenta (disminueix) monòtonament 
des de l’últim valor fins a      (    )   , respectivament.   
Cal recordar que aquest comportament és vàlid quan es treballa amb zeros. En cas de 
treballar amb pols, el comportament és invers al definit prèviament. 
4.1.2. Implementació 
 Guany 
Com ja s’ha comentat a la part teòrica, el comportament del guany varia en funció del 
semiplà del pla z en el qual es localitza el pol/zero. Segons en quina de les dues regions es 
troba, el sistema actua com un filtre passaalts o passabaix. En aquest cas, per tant, l’eix 
imaginari fa de frontera entre aquestes dues regions. 
Si s’observen les equacions que descriuen el comportament del guany, es pot comprovar 
que les equacions són les mateixes tant pel guany màxim com pel mínim, amb la diferència 
de que són vàlides per a valors de la variable a diferents. Per aquesta raó, a l’hora d’escriure 
el codi s’ha creat una funció a partir de les equacions que serveix tant per valors màxims 
com per mínims. Pel cas de màxims, aquesta funció s’utilitza pel semiplà dret; pel cas dels 
mínims, pel semiplà esquerre. 
La funció que s’ha creat es: 
 (a1,a2)=punts_max_min(r) 
Funció que, donat un valor de guany màxim/mínim (variable r), retorna dos valors de la 
variable a (a1 i a2, degut al valor absolut de la fórmula). Aquests dos punts són els valors 
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dels pols/zeros que tenen un guany màxim/mínim. Inicialment, el valor de r màxim i mínim 
quan s’executa l’arxiu és 3 i 0,2, respectivament. 
Per l’altre semiplà on no és vàlida aquesta funció (semiplà esquerre pel màxim, dret pel 
mínim), el guany té valor nul (                ( )   ). Com que és un valor 
constant per a tot el semiplà, aquesta zona s’ha representat en forma de recta. 
A més del pla z, també s’han mostrat els valors de guany a les altres gràfiques. Tant al 
Diagrama de Bode (guany) com al Diagrama de Nichols, el guany màxim i mínim es 
representen en forma de rectes horitzontals. Al Diagrama de Nyquist són dues 
circumferències les que simbolitzen aquest valor màxim i mínim.  
Interactivitat: 
Tant els punts del pla z com les rectes i les circumferències de la resta de gràfiques són 
interactives. L’usuari els pot moure i així varia el valor de guany màxim/mínim. Aquest valor 
es mostra a la barra inferior de la pantalla. 
 Fase 
Per a les zones on la fase té un valor constant per a diferents valors de la variable a, s’ha 
dibuixat una recta al pla z. És el cas de valors de fase igual a 0 i   . No obstant, la fase 
també pren un valor màxim o mínim corresponent a un punt singular, el qual varia en funció 
dels valors que pren la variable a. Aquest valor de fase màxima/mínima se situa a la 
freqüència          (   ) i el seu valor és: 
Com que en el pla z es vol representar els valors de la variable a que tenen un valor de fase 
màxim/mínim, es dibuixen els punts que compleixen l’equació anterior per a un valor de fase 
determinat. Per tant, s’ha expressat la variable a en funció de   i s’ha obtingut l’Eq. 4.9: 
         
(
 
√ 
   
  
   
 
   
 
)
   (Eq. 4.8) 
   
√    ( )   
    ( )
 
 
 (Eq. 4.9) 
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Quan s’executa l’aplicació, els valors de   que s’han fixat són          rad i      
     rad. 
A més del pla z, també s’han mostrat els valors de fase a les altres gràfiques. Al Diagrama 
de Bode (fase), la fase màxima i mínima es representen en forma de rectes horitzontals. Al 
Diagrama de Nichols són rectes verticals i al Diagrama de Nyquist són rectes amb origen a 
(0,0) i un determinat angle d’inclinació corresponent a aquests valor de fase.  
Interactivitat: 
Tant els punts del pla z com les rectes de la resta de gràfiques són interactives. L’usuari els 
pot moure i així varia el valor de fase màxim/mínim. Aquest valor es mostra a la barra inferior 
de la pantalla. 
4.2. Resposta freqüencial de sistemes de segon ordre de 
temps discret 
4.2.1. Contingut teòric  
El sistema de segon ordre d’estudi és: 
on els zeros s’expressen de la forma           i en funció del mòdul i l’argument,   i  , 
respectivament. 
Es considera que el mòdul és sempre positiu,    , i que      . Assumint que    , 
    i    , les arrels del polinomi  (     ) són els nombres complexes conjugats 
          i          . Són, per tant, els zeros definits anteriorment. Cal destacar que 
 (     ) té guany 1 en contínua, ja que per     el sistema  (     )     És per aquest 
motiu que se li afegeix el factor (            ( )) al denominador. Fent el canvi 
      ,    , al polinomi de segon ordre, s’obté  (        ).  
 (     )  
          ( )      
            ( )
 
 (     )  
         ( )    
            ( )
 
 (     )  
          ( )      
            ( )
 
 (     )  
          ( )      
            ( )
 
 
 
 
     
     
     
     
(Eq. 4.10) 
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Pel cas de l’estudi dels pols, el polinomi de segon ordre que s’utilitza és: 
 Guany 
En aquest punt es descriu el comportament dels valors màxim i mínim de guany de 
| (        )| com a funció de   i  , per        i    , respectivament.  
Valor màxim: 
L’Eq. 4.12 és l’equació que expressa el valor màxim i ve donada per l’Eq. 4.13: 
De l’Eq. 4.13 es pot afirmar que el valor màxim de guany es comporta de forma diferent 
segons el valor de l’argument del zeros. S’observa que per a valors de   compresos entre 0 
i   ⁄  el guany màxim varia en funció de   i   i és sempre positiu. En canvi, per a valors de 
  que van de   ⁄  a   aquest té un valor constant igual a 1, és a dir, 0 dB.  
Valor mínim: 
L’Eq. 4.14 és l’equació que expressa el valor mínim de guany i ve donada per l’Eq. 4.15: 
                                   (Eq. 4.11)    (     )  
            ( )
          ( )      
 
‖ ‖  ̇         {| ( 
       )|}                                                                            (Eq. 4.12)  
‖ ‖  {
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                                    (Eq. 4.13) 
   ̇         {| ( 
       )|}                                           (Eq. 4.14) 
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                                                  (   ) (     ) 
|(    )     ( )|
            ( )
         (   ) (     ) 
            ( )
            ( )
         (   ) (     ) 
 
 
 
                                    (Eq. 4.15) 
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  , i=1,...,6, són diferents regions que descriuen el comportament del guany. Aquestes estan 
representades a la Fig. 4.1. 
Tal i com s’observa a l’Eq. 4.15, el valor mínim pren valors diferents segons la zona en la 
que es troben els zeros. Si els zeros estan localitzats a les zones 1 i 4, el guany mínim serà 
constant i de valor 1 (0 dB). Per a zeros situats a les zones 2 i 5 el guany mínim varia en 
funció de   i  , és negatiu i ve definit per un punt singular. Per últim, per a zeros situats a les 
zones 3 i 6 el guany mínim varia en funció de   i  , és negatiu i es correspon a la darrera 
freqüència definida.  
 
El següent corol·lari descriu el comportament de | (        )|,      , com a funció de 
  i  .  
- Si (   )  (     ), | ( 
       )| augmenta monòtonament des de | (     )|  
     fins a | (      )|  ‖ ‖ . 
- Si (   )  (     ), | ( 
       )| disminueix monòtonament des de | (     )|  
‖ ‖    fins a | (      )|    . 
Fig. 4.1Regions clau en la caracterització de    
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- Si (   )  (     ), | ( 
       )| disminueix monòtonament des de | (     )|  
  fins a | (        |    , i llavors augmenta monòtonament des d’aquest valor fins 
a | (      )|  (            ( )) (            ( )), on l’angle    
té la següent expressió:  
Aquest corol·lari és vàlid quan es treballa amb zeros, en el cas de treballar amb pols el 
comportament és l’invers al què s’explica. Per tant, les zones on el guany augmenta, pels 
pols disminueix, i a l’inrevés. 
 Fase  
La següent figura mostra les set regions que caracteritzen el comportament de la fase: 
 
La fase té un comportament diferent en funció de la regió en la que es trobi el pol o zero. 
Pel cas dels zeros: 
- Si (   )  (     ),     ( 
       )  és negatiu per      . És monòtonament 
decreixent fins a un cert valor de   i a partir d’aquest és monòtonament creixent.  
   ̇       {
 
 
(  
 
 
)    ( )}                                       (Eq. 4.16) 
Fig. 4.2 Regions clau en la caracterització de      (        )  
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- Si (   )  (     ),      ( 
       )  és positiu per      . És monòtonament 
creixent fins a un cert valor de   i a partir d’aquest és monòtonament decreixent.  
- Si (   )    , la corba de fase té dos punts singulars. En el primer tram de la corba, 
     (        )  és monòtonament creixent, el segon tram és monòtonament 
decreixent i el tercer tram, monòtonament creixent. Així doncs, el primer punt singular 
és sempre positiu i el segon, sempre negatiu. 
- Si (   )    , la corba de fase té dos punts singulars. En el primer tram de la corba, 
     (        )  és monòtonament creixent, el segon tram és monòtonament 
decreixent i el tercer tram, monòtonament creixent. Així doncs, el primer punt singular 
és sempre positiu i el segon, sempre negatiu. 
- Si (   )    ,      ( 
       )  és positiu per       i la corba creix de forma 
monòtona. 
Pel cas dels pols: 
El seu comportament és invers al del cas dels zeros, és a dir, tot el que pels zeros és 
creixent i positiu, pels pols serà decreixent i negatiu, i a l’inrevés. 
4.2.2. Implementació 
 Guany 
Inicialment s’han dibuixat al pla z les 6 regions que defineixen el comportament del guany. 
Una vegada representades, s’ha procedit a dibuixar les corbes de guany màxim i mínim al 
mateix pla z. Aquestes corbes estan expressades segons les equacions Eq. 4.13 i Eq. 4.15 i 
simbolitzen el conjunt de punts on els pols/zeros tenen el mateix valor màxim/mínim de 
guany. A continuació, s’explica com s’han dibuixat: 
Cas mínim: 
Tal i com indica l’Eq. 4.15, els valors de guany mínim varien en funció de la zona en la que 
es troba situat el zero. També s’observa que les equacions estan formades per tres 
variables. Per aquesta raó, s’han creat les funcions següents: 
Pàg. 24  Memòria 
 
 regio=calcul_regio(rho,delta) 
Funció que, donat el valor del mòdul i de la fase del zero, retorna el número de la regió de 
guany, és a dir, indica en quina regió està situat el zero. 
 rho=calcul_cv(delta,cv) 
Funció que, donat els valors de delta i cv, retorna el valor de rho. Les tres variables que 
es troben a les equacions són cv, rho i delta. S’ha decidit que la manera més fàcil 
d’arribar a dibuixar les corbes és fixar un valor de cv, donar un rang de valors a delta i 
obtenir, finalment, el valor de rho. Això equival a reconstruir les equacions i expressar rho 
com a funció de les variables cv i delta. Al codi, és aquesta la funció que ho determina. 
Evidentment, aquesta funció té en compte la regió de guany i, per tant, en la seva 
implementació crida a la funció calcul_regio. Inicialment, el valor de cv mínim quan 
s’executa l’arxiu és 0,2. 
 (rho,delta)=corba_min(cv) 
Funció que retorna els valors de rho i delta per a un valor de cv determinat. Rho i delta 
són les variables polars que s’utilitzen per dibuixar la corba. El codi que es fa servir és: 
plot(rho·cos(delta),rho·sin(delta)). 
Aquesta funció crida a l’anterior, rho=calcul_cv(delta,cv). 
Cas màxim: 
Dibuixar les corbes de màxim ha resultat menys complicat que les de mínim, doncs en 
aquest cas la regió de guany no influeix i ja hi ha fixat un rang de valors per a la variable 
delta. El procediment per a dibuixar-les és el mateix que pel cas del mínim: s’ha expressat 
rho com a funció de cv i delta. El valor que se li ha donat a cv és 2.  
No obstant, una vegada s’ha executat l’arxiu al Sysquake, s’ha observat que la corba 
dibuixada equival a una circumferència. S’ha arribat a aquesta conclusió mentre es movia la 
corba pel pla z. Per tant, s’ha cregut convenient modificar la part del codi que dibuixava la 
corba amb la finalitat de simplificar-ho. La nova part del codi dibuixa una circumferència i 
s’especifica quin és el seu centre i el seu radi en funció de la variable cv. 
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Interactivitat: 
Tant la corba de mínim com la de màxim són interactives, és a dir, es poden moure pel pla z. 
Donar interactivitat a la corba permet a l’usuari tenir la llibertat d’anar variant el valor de cv, 
aquest valor surt com a missatge informatiu a la part inferior esquerra de la pantalla. 
 
 Fase 
S’han dibuixat al pla z les set regions que caracteritzen el comportament de fase. 
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5. Control LQ (Lineal Quadràtic) 
Els mètodes convencionals per a l’anàlisi i disseny dels sistemes de control són útils pels 
casos de sistemes amb una entrada i una sortida. A més de ser conceptualment senzills, 
només són aplicables a sistemes lineals invariants en el temps amb una entrada i una 
sortida, és a dir, es basen en la funció de transferència per al seu anàlisi i disseny. Per tant, 
no són aplicables al disseny de sistemes de control òptim i adaptable, els quals són, 
majoritàriament, variants en el temps i/o no lineals.  
A diferència dels mètodes convencionals i donat que un sistema de control modern pot tenir 
moltes entrades i sortides, els mètodes en l’espai d’estat per a l’anàlisi i la síntesi de 
sistemes de control són més adequats per tractar sistemes amb vàries entrades i vàries 
sortides que es requereixen que siguin òptims en algun sentit.  
En aquest apartat s’introdueix l’anàlisi de l’espai d’estats com el mètode que permet 
dissenyar sistemes de control pel que fa a índexs d’acompliment donats. Concretament, 
s’estudien els sistemes de control de tipus lineal i quadràtic (control LQ). 
S’han considerat dos tipus de sistemes de control LQ: de temps continu i de temps discret. 
L’objectiu en tots dos casos és el mateix: trobar un sistema de control òptim basat en l’índex 
d’acompliment quadràtic i estudiar el seu comportament.  
La metodologia que s’ha seguit a l’hora de crear les dues aplicacions és la mateixa. En totes 
dues aplicacions es poden observar les següents figures: 
- Representació pols-zeros: és on es representen els pols del sistema.  
- Diagrama de Nyquist: és un diagrama polar que representa el guany i l’angle de la 
fase de la funció de transferència en coordenades polars, variant el valor de la 
freqüència   de 0 fins a l’infinit. 
- Pla de fases: expressa el valor de la primera component del vector X en funció del 
valor de la segona component d’aquest. X és un vector de dimensió 2. A l’eix x es 
representa X1 i a l’eix y, X2. 
- Diagrama de Bode (guany): es dibuixen les corbes de guany expressades en dB. 
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- Diagrama de Bode (fase): es dibuixen les corbes de fase expressades en graus. 
- Resposta temporal: es dibuixa la resposta temporal dels vector y i u.  
- Paràmetres: el paràmetre és alpha i és un slider que pot variar el seu valor entre 0 i 
1. 
A continuació, s’explica com s’ha realitzat l’estudi pels dos tipus de sistemes de control 
LQ. A la primera part s’exposa la teoria. La segona part fa referència a la implementació, 
és a dir, als aspectes relacionats en crear l’aplicació amb el programa informàtic 
Sysquake. 
5.1. Control LQ de sistemes de temps continu 
5.1.1. Contingut teòric 
Es considera el sistema de control de temps continu següent: 
on   x     (vector d’estat)  
u     (vector de control) 
y     (vector de sortida) 
A       (matriu d’estat) 
B       (matriu de control) 
C       (matriu de sortida) 
D       
En el cas que s’estudia es defineixen     i     i la matriu D és nul·la.  
Es considera també l’equació definida com índex d’acompliment quadràtic J: 
 ̇( )     ( )     ( ) 
 ( )     ( )     ( )
  
 (Eq. 5.1) 
  ∫ (  ( )     ( )    ( )     ( ))  
 
 
 (Eq. 5.2) 
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on Q i R són matrius reals, simètriques, constants i definides positives (Q pot ser 
semidefinida positiva). Aquestes matrius s’anomenen matrius de pesat i determinen la 
importància relativa de l’error i de la despesa d’aquest sistema. 
La resolució del problema de control LQ consisteix en: donat el sistema (A,B,C,D) i un índex 
J, trobar el vector de control u(t) tal que minimitzi l’índex J. La solució és la realimentació 
d’estats         (vector de control òptim). Per tant, el disseny dels sistemes de control 
òptim basats en la minimització de l’índex d’acompliment quadràtic es redueix a la 
determinació dels elements de la matriu K. 
La matriu P és l’única solució definida positiva de l’equació algebraica de Riccati que es 
mostra a continuació (Eq. 5.4): 
El sistema de control òptim obtingut és sempre estable i és el següent: 
En alguns casos, per exemple en el problema de regulació de la sortida, les matrius Q i C 
estan relacionades per       .  A més, es pot decidir en quina mesura es pot regular 
per mitjà de l’ús d’un paràmetre, el qual té la finalitat d’equilibrar l’acompliment de la sortida 
contra l’acció de control. 
En aquesta aplicació interactiva s’ha decidit expressar les matrius Q i R en funció d’aquest 
paràmetre, que en aquest cas s’anomena alpha i està comprès entre els valors 0 i 1. Per 
tant, Q i R es poden escriure com: 
           (Eq.  5.3) 
                          (Eq. 5.4) 
 ̇( )  (     )   ( )     ( ) (Eq. 5.5) 
         (Eq. 5.6) 
      (Eq. 5.7) 
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  (   ) 
Fent servir les equacions Eq. 5.6  i Eq. 5.7 i l’equació de sortida       (D és nul·la), 
s’arriba a una nova expressió de l’equació de l’índex d’acompliment quadràtic (Eq. 5.8).  
A partir de l’Eq. 5.8 es pot afirmar: 
   petites  sistema amb una acció de control gran i un error petit 
   grans  sistema amb una acció de control petita i un error gran 
Així doncs, el paràmetre alpha influeix en la minimització de l’índex J i, per tant, en l’obtenció 
d’un sistema de control òptim. En aquesta aplicació l’usuari pot anar variant el valor d’alpha i 
observar com aquest paràmetre afecta al comportament del sistema. 
5.1.2. Implementació 
Les funcions que s’han creat s’expliquen a continuació: 
 (A,B,C,D)=get_system(p1,p2) 
Funció que, donat els pols p1 i p2, retorna quatre matrius que formen el sistema de 
control de temps continu. Al conèixer les matrius A, B, C i D, ja es té el sistema a partir 
del qual es dissenyarà un sistema de control òptim.  
 (A,B,C,D)=get_closed_loop_system(p1,p2,k1,k2) 
Funció que calcula les matrius A, B, C i D del sistema en llaç tancat. Aquest sistema és el 
de control òptim, el qual s’obté afegint al sistema inicial la realimentació d’estats  ( )  
    ( ). Aquesta funció crida a la funció que calcula el sistema de control inicial, 
get_system, per això necessita els valors dels pols p1 i p2. A més, se li ha de donar els 
valors de la matriu K. Com que aquesta té dimensió 1x2, aquests valors són les dues 
components de K, k1 i k2. De fet, les matrius B, C i D queden inalterades, és a dir, són les 
mateixes pel sistema inicial que pel sistema de control òptim. L’única matriu que varia és 
la matriu A, la qual es calcula fent      (     ). 
  ∫ (     ( )   ( )  (   )    ( )   ( ))  
 
 
 (Eq. 5.8) 
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 K=LQ_solution(p1,p2,alpha) 
Funció que, donats els pols p1 i p2 i el paràmetre alpha, calcula la matriu K del vector de 
control òptim. Tal i com s’ha explicat a la part de teoria, K es calcula a partir de la fórmula 
          , on P s’obté de l’equació algebraica de Riccati              
            . Per tant, aquesta funció necessita resoldre aquesta equació 
algebraica i per fer-ho, es fa servir una funció que ja està creada pel Sysquake: 
(X,L,K)=care(A,B,Q,R). La funció care resol l’equació algebraica de Riccati en temps 
continu donades les matrius A, B, Q i R. Q i R són matrius que depenen del paràmetre 
alpha i les matrius A i B s’obtenen al cridar la funció get_system. 
 (p1,p2)=closed_loop_poles(Dades_sistema) 
Funció que calcula els pols del sistema en llaç tancat. Aquesta funció crida a la funció 
get_closed_loop_system, ja que necessita tenir les matrius A, B, C i D dels sistema en 
llaç tancat per obtenir els pols.  
 (Dades_sistema)=compute_LQ(Dades_sistema) 
Funció que calcula la matriu K per als múltiples sistemes, per tant, crida a la funció 
LQ_solution. 
A més de les funcions creades explicades anteriorment, també s’han utilitzat algunes 
funcions existents que proporciona el programa Sysquake [5] per tal de poder dibuixar les 
figures que es veuen per pantalla. Seguidament, s’explica quines funcions s’han utilitzat 
en aquestes figures: 
- Representació pols-zeros:  
Com que es tracta d’un sistema de temps continu, aquesta gràfica correspon al pla s. 
S’utilitzen les funcions poly, plotroots i closed_loop_poles. 
 poly: retorna el polinomi les arrels del qual són els pols del sistema. 
 plotroots: dibuixa al pla s les arrels del polinomi trobat, és a dir, dibuixa els pols. 
Aquests se simbolitzen en forma de creu.  
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Les dues funcions anteriors s’utilitzen tant per dibuixar els pols del sistema com per dibuixar 
els pols en llaç tancat. És per aquesta raó que també es fa servir la funció 
closed_loop_poles, mitjançant la qual s’obtenen els valors dels pols del sistema en llaç 
tancat. Aquests es dibuixen en forma de rombe i es visualitzen sempre i quan s’activi el 
selector LT i només per al pol actiu.  
- Diagrama de Nyquist: 
En aquesta figura es representa la part real de la funció de transferència del sistema 
òptim a l’eix x, la part imaginària es traça a l’eix y. Les funcions utilitzades, en l’ordre en 
que es fan servir, són: get_system, ss2tf i nyquist.  
 get_system: es fa servir per obtenir les matrius A, B, C i D. 
 ss2tf: serveix per convertir el model d’espai d’estats a la funció de transferència. El 
model que s’utilitza és el format per les matrius A, B, K i D, ja que es té en compte 
el guany de la realimentació. La funció ss2tf retorna el numerador i el 
denominador de la funció de transferència. 
 nyquist: dibuixa el diagrama amb el numerador i denominador obtinguts de la 
funció anterior. 
- Pla de fases: 
S’utilitzen dues funcions: get_closed_loop_system i initial. 
De la funció get_closed_loop_system s’obtenen les matrius del sistema en llaç tancat. La 
funció initial serveix per obtenir la resposta temporal d’un model d’espai d’estats de temps 
continu amb unes condicions inicials. El model està definit per les matrius obtingudes 
amb la funció get_closed_loop_system. Com a condicions inicials es defineix l’estat inicial 
X0=[1,1]. A partir d’aquí, ja es pot expressar la primera component de X(t), X1(t), en 
funció de la segona, X2(t).  
- Diagrama de Bode (guany): 
Les funcions que s’utilitzen són: get_system, ss2tf i bodemag. 
Amb la funció get_system s’obtenen les matrius A, B, C i D. La funció ss2tf converteix el 
model d’espai d’estats, definit per A, B, K i D, a la funció de transferència. Finalment, la 
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funció bodemag agafa el numerador i denominador de la funció de transferència i dibuixa 
les corbes de guany. 
- Diagrama de Bode (fase): 
Les funcions que s’utilitzen són: get_system, ss2tf i bodephase. 
Amb la funció get_system s’obtenen les matrius A, B, C i D. La funció ss2tf converteix el 
model d’espai d’estats, definit per A, B, K i D, a la funció de transferència. Finalment, la 
funció bodephase agafa el numerador i denominador de la funció de transferència i 
dibuixa les corbes de fase. 
- Resposta temporal: 
Les funcions que s’utilitzen són: get_system, LQ_solution, rand i lsim. 
Tal i com s’ha explicat a la figura Pla de fases, la funció lsim serveix per obtenir la 
resposta temporal d’un model d’espai d’estats de temps continu. En aquest cas, el 
sistema correspon al sistema de llaç tancat. Per obtenir aquest sistema s’utilitza la funció 
get_system, d’on s’obtenen les matrius A, B, C i D. De la funció LQ_solution s’obté la 
matriu K del vector de control òptim. A partir de les matrius obtingudes, es crida a la 
funció lsim de la forma següent: lsim(A-B*K, B, C, D, u, t, 'K'). 
Donat que tots els sistemes estan subjectes a pertorbacions, s’ha decidit afegir dues 
pertorbacions a la resposta temporal: una entrada graó i l’efecte del soroll. L’efecte del 
soroll s’ha creat mitjançant la funció rand, que serveix per generar nombres aleatoris 
distribuïts uniformement. Com que les pertorbacions es tenen en compte en la 
realimentació d’estats, el vector u s’ha definit tenint en compte l’entrada graó i el soroll. 
- Paràmetres:  
S’utilitza la funció slider que serveix per poder variar de forma interactiva el valor d’alpha. 
Aquest paràmetre varia de 0 a 1. 
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5.2. Control LQ de sistemes de temps discret 
5.2.1. Contingut teòric 
Es considera el sistema de control de temps discret següent: 
on  x     (vector d’estat)  
u     (vector de control) 
y     (vector de sortida) 
A       (matriu d’estat) 
B       (matriu de control)  
C       (matriu de sortida) 
      D       
En el cas que s’estudia es defineixen     i     i la matriu D és nul·la. 
Es considera també l’equació definida com índex d’acompliment quadràtic J: 
on Q i R són matrius reals, simètriques, constants i definides positives (Q pot ser 
semidefinida positiva). Aquestes matrius determinen la importància relativa de l’error i de la 
despesa d’aquest sistema. 
La resolució del problema de control LQ consisteix en: donat un model del sistema a 
controlar en variables d’estat i un índex J, trobar el vector de control u(k) tal que minimitzi 
l’índex J. La solució és la realimentació d’estats   ( )      ( ) (vector de control 
òptim). Per tant, el disseny dels sistemes de control òptim basats en la minimització de 
l’índex d’acompliment quadràtic es redueix a la determinació dels elements de la matriu K. 
 (   )     ( )     ( ) 
 ( )     ( )     ( ) 
 (Eq. 5.9) 
  ∑   ( )     ( )    ( )     ( )     (Eq. 5.10) 
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La matriu P és l’única solució definida positiva de l’equació algebraica de Riccati que es 
mostra a continuació (Eq. 5.12): 
El sistema de control òptim obtingut és sempre estable i és el següent: 
En alguns casos, per exemple en el problema de regulació de la sortida, les matrius Q i C 
estan relacionades per       . A més, es pot decidir en quina mesura es pot regular 
per mitjà de l’ús d’un paràmetre, el qual té la finalitat d’equilibrar l’acompliment de la sortida 
contra l’acció de control. 
En aquesta aplicació interactiva s’ha decidit expressar les matrius Q i R en funció d’aquest 
paràmetre, que en aquest cas s’anomena alpha i està comprès entre els valors 0 i 1. Per 
tant, Q i R es poden escriure com: 
  (   ) 
Fent servir les equacions Eq. 5.14 i Eq. 5.15 i l’equació de sortida       (D és nul·la), 
s’arriba a una nova expressió de l’equació de l’índex d’acompliment quadràtic (Eq. 5.16). 
A partir de l’Eq. 5.16 es pot afirmar: 
  (        )          (Eq. 5.11) 
                (        )              (Eq. 5.12) 
 (   )  (     )   ( )     ( ) (Eq. 5.13) 
      (Eq. 5.14) 
         (Eq. 5.15) 
  ∑      ( )   ( )  (   )    ( )   ( )     (Eq. 5.16) 
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   petites  sistema amb una acció de control gran i un error petit 
   grans  sistema amb una acció de control petita i un error gran 
Així doncs, el paràmetre alpha influeix en la minimització de l’índex J i, per tant, en l’obtenció 
d’un sistema de control òptim. En aquesta aplicació l’usuari pot anar variant el valor d’alpha i 
observar com aquest paràmetre afecta al comportament del sistema. 
5.2.2. Implementació 
La implementació pel sistema de temps discret és molt similar a la de temps continu. Per 
tant, es fa un breu resum de les funcions que s’utilitzen, ja que només varien algunes 
funcions de les que s’han explicat anteriorment.  
Pel que fa a les funcions creades, aquestes són les següents: 
 (A,B,C,D)=get_system(p1,p2) 
 (A,B,C,D)=get_closed_loop_system(p1,p2,k1,k2) 
 K=LQ_solution(p1,p2,alpha) 
 (p1,p2)=closed_loop_poles(Dades_sistema) 
 (Dades_sistema)=compute_LQ(Dades_sistema) 
L’única d’elles que varia respecte a les de temps continu és la funció LQ_solution, doncs 
fa servir la funció del Sysquake dare en lloc d’utilitzar care. La funció dare resol l’equació 
algebraica de Riccati en temps discret donades les matrius A, B, Q i R. 
Pel que fa a les funcions utilitzades per dibuixar les figures que apareixen per pantalla, tot 
seguit s’anomenen quines són: 
- Representació pols-zeros:  
S’utilitzen les funcions poly, plotroots i closed_loop_poles. Aquesta gràfica correspon al 
pla z, ja que es tracta d’un sistema de temps discret.  
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- Diagrama de Nyquist: 
S’utilitzen les funcions get_system, ss2tf i dnyquist. La funció dnyquist dibuixa el 
diagrama de Nyquist per a un sistema de temps discret.  
- Pla de fases: 
S’utilitzen dues funcions: get_closed_loop_system i dinitial. La funció dinitial serveix per 
obtenir la resposta temporal d’un model d’espai d’estats de temps discret amb unes 
condicions inicials. 
- Diagrama de Bode (guany): 
S’utilitzen les funcions get_system, ss2tf i dbodemag. La funció dbodemag dibuixa les 
corbes de guany d’un sistema de temps discret.  
- Diagrama de Bode (fase): 
S’utilitzen les funcions get_system, ss2tf i dbodephase. La funció dbodephase dibuixa les 
corbes de fase d’un sistema de temps discret.  
- Resposta temporal: 
S’utilitzen les funcions get_system, LQ_solution, rand i dlsim. La funció dlsim serveix per 
obtenir la resposta temporal d’un model d’espai d’estats de temps discret. 
- Paràmetres: 
S’utilitza la funció slider. 
La metodologia que s’ha seguit per aplicar les funcions és la mateixa que s’ha explicat 
amb el sistema de temps continu. Per aquest motiu, s’estalvia tornar-la a explicar per a 
cada figura. 
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6. Incertesa i Robustesa 
6.1. Contingut teòric 
El primer pas per dissenyar un sistema de control és l’obtenció del model matemàtic de la 
planta. No obstant, un procés pot ser massa complex per descriure’l de forma precisa per un 
model matemàtic. En realitat, la planta real sempre diferirà del model que s’utilitzarà en el 
disseny del sistema de control, doncs aquest inclourà un error degut al procés de modelat.  
Per aquesta raó, per tal de controlar de forma eficient un procés, és necessari assumir 
l’existència d’incertesa o error entre la planta real i el model matemàtic i incloure-ho en el 
procés de disseny del sistema de control. Aquest tipus de sistema de control s’anomena 
Control Robust.  
El control robust considera les incerteses que es presenten en un sistema amb la finalitat de 
respondre de manera òptima. El sistema de control dissenyat basat en el control robust 
funcionarà adequadament quan s’utilitzi amb la planta real.   
Tot seguit es presenten dos conceptes molt relacionats entre ells i que són importants en el 
control robust. Són els conceptes de la incertesa i la robustesa: 
 Incertesa: és el conjunt de diferències entre el model matemàtic i el sistema real. 
 Robustesa: és la capacitat del sistema de control de satisfer les especificacions 
malgrat la incertesa. 
Existeixen dos tipus d’incertesa: incertesa estructurada i incertesa no estructurada.  
Es considera més important estudiar el tipus d’incertesa no estructurada, ja que és l’única 
que es pot utilitzar en altes freqüències. En aquest cas, dins de la incertesa no estructurada, 
s’estudia el tipus d’incertesa multiplicativa.  
Incertesa multiplicativa 
S’anomena   ( ) la funció de transferència de la planta nominal i  ( ) la funció de 
transferència de la planta pertorbada, és a dir, la planta real. L’equació que les relaciona, 
tenint en compte la incertesa multiplicativa, és l’Eq. 6.1: 
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on  ( ) correspon a una funció de transferència anomenada funció de pesat i  ( ) és 
qualsevol funció de transferència que satisfà  ‖ ‖   . 
Una manera de representar-les en un diagrama de blocs és com es mostra en la següent 
figura (Fig. 6.1): 
  
De l’Eq. 6.1 s’obté:  
Per tant, si ‖ ‖   : 
| (  )| proporciona la incertesa i aquesta augmenta amb l’augment de la freqüència.   
actua com un factor d’escala de la magnitud de la pertorbació.  
En aquesta aplicació, ( ) i   ( ) tenen les següents expressions: 
 ( )    ( )  (   ( )   ( )) (Eq.  6.1) 
 ( )
  ( )
    ( )   ( )  (Eq.  6.2) 
|
 (  )
  (  )
  |  | (  )|                
 
 (Eq.  6.3) 
 ( )    
(      )
(      )
 
 
 (Eq.  6.4) 
Fig. 6.1. Exemple de diagrama de blocs amb incertesa multiplicativa 
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on n indica el nombre de zeros i m indica el nombre de pols,   i    són els guanys de la 
funció de pesat i de la planta nominal, respectivament. 
L’objectiu d’aquesta aplicació és estudiar l’estabilitat del sistema. Per tant, es considera 
necessari analitzar el marge d’estabilitat per així aconseguir una estabilitat robusta en el 
sistema de control.  
Per realitzar aquest anàlisi, s’utilitza el Criteri d’estabilitat de Nyquist. Aquest criteri 
proporciona informació de l’estabilitat en llaç tancat a partir de la resposta en freqüència de 
llaç obert. Es tracta, doncs, d’observar el comportament de la traça de Nyquist de llaç obert 
respecte al punt -1+j·0, anomenat punt crític.  
Per tal d’estudiar quina és la distància al -1 (punt crític) al diagrama de Nyquist, 
s’introdueixen  dos conceptes importants anomenats marge de guany i marge de fase, els 
quals indiquen el grau d’estabilitat del sistema. A continuació, s’explica el significat de tots 
dos conceptes: 
 Marge de guany,    
on  (    ) és la funció de llaç obert i    s’anomena freqüència d’encreuament de fase, 
és a dir, freqüència a la qual l’angle de fase de la funció de transferència en llaç obert és 
igual a -180 . En altres paraules, és la freqüència que té lloc a l’encreuament de fase, que 
és el punt en el qual la traça de  (   ) interseca amb l’eix real negatiu.  
En termes de decibels, 
  ( )  
   [
(   )  (   )    (   )
(   )  (   )    (   )
]  (    )  (    )    (    )
(    )  (    )    (    )
 
 
 (Eq. 6.5) 
   
 
| (    )|
 
  
 (Eq. 6.6) 
  (  )        (  )        (| (    |)                                                        (Eq. 6.7) 
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 Marge de fase,   
És la quantitat d’endarreriment de fase addicional a la freqüència d’encreuament de 
guany que es requereix per portar el sistema al límit de l’estabilitat. La freqüència 
d’encreuament de guany,   , és la freqüència a la qual la magnitud de la funció de 
transferència en llaç obert és unitària. És a dir, quan es compleix | (    )|   . 
L’expressió del marge de fase és: 
on   és l’angle de fase de  (   ) a la freqüència   . 
Per a que el sistema sigui estable, tant el marge de guany com el marge de fase han de ser 
positius.  
A banda d’estudiar els marges de guany i de fase, també es vol analitzar l’estabilitat de la 
robustesa del model amb pertorbació multiplicativa. Per realitzar tal anàlisi, es procedeix a 
fitar les traces dels diagrames de Bode, Nyquist i Nichols. La traça pertorbada, és a dir, la de 
la planta real  ( ), segueix la mateixa trajectòria que la traça de la planta nominal   ( ), 
però la pertorbació provoca que la seva trajectòria es desviï de la traça de   ( ). Com a 
conseqüència, es decideix establir uns límits dins dels quals es desvia la traça de  ( ), però 
que en cap cas els sobrepassarà. Es tracta, doncs, de fitar les traces dels diagrames 
anomenats anteriorment amb l’objectiu d’indicar el límit d’estabilitat.  
6.2. Implementació 
6.2.1. Funcions creades 
Tot seguit s’expliquen les funcions creades: 
 (gain)=guany_continua (Dades_sistema) 
Aquesta funció calcula el guany en continua de la funció de transferència de la planta 
nominal   ( ).  
         (Eq.  6.8) 
Disseny d’aplicacions interactives en la teoria de control  Pàg. 43 
 
Els pols i zeros del sistema no són constants i el seus valors varien a mesura que l’usuari 
els mou pel pla s. D’aquesta manera, la funció   ( ) també va variant, per tant, no és 
correcte fixar un valor constant del seu guany k, sinó que aquest s’ha d’expressar en 
funció dels valors que van prenent els pols i zeros.  
Donada la funció de transferència següent: 
on n i m són el número de zeros i pols, respectivament. 
Per tal de calcular el seu guany en continua s’ha d’avaluar  ( ) per    . Això dóna 
com a resultat la següent expressió: 
La funció guany_continua retorna el valor de guany   calculat a partir de l’equació 
anterior. 
 (N,D)=num_den_Gn (Dades_sistema) 
Funció que retorna el numerador (N) i denominador (D) de la funció de transferència de la 
planta nominal   ( ). Aquesta funció crida a la funció guany_continua, doncs necessita 
el valor del guany per construir el numerador.  
 (sys)=transfer_function_Gn (Dades_sistema) 
Funció que retorna la funció de transferència de la planta nominal   ( ). Aquesta funció 
crida a la funció num_den_Gn, ja que la calcula a partir del numerador i denominador. 
 (N,D)=num_den_W (Dades_sistema) 
Funció que retorna el numerador (N) i denominador (D) de la funció de pesat ( ).  
 (sys)=transfer_function_W (Dades_sistema) 
 (Eq. 6.9)  ( )  
(    )  (    )    (    )
(    )  (    )    (    )
 
  
(   )  (   )    (   )
(   )  (   )    (   )
  (Eq. 6.10) 
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Funció que retorna la funció de transferència de  ( ). Aquesta funció crida a la funció 
num_den_W, ja que la calcula a partir del numerador i denominador. 
6.2.2. Metodologia per dibuixar les figures 
A continuació, es procedeix a explicar la metodologia seguida per dibuixar les figures que 
es veuen per pantalla, on s’especifica quines funcions s’han utilitzat. Les funcions 
utilitzades són el conjunt de les funcions creades explicades anteriorment i altres funcions 
existents, que són funcions que proporciona el programa Sysquake i es troben explicades 
al seu manual d’usuari. [5] 
- Representació pols-zeros: 
Com que es tracta d’un sistema de temps continu, aquesta gràfica correspon al pla s. Es 
visualitzen els pols i zeros de la planta nominal   ( ) i aquests es mostren en forma de 
creu i rodona, respectivament. Donat que els seus valors ja estan prèviament definits a la 
part on es defineixen les dades del sistema, només és necessari cridar a les funcions real 
i imag per dibuixar-los al pla s. Real retorna la part real del pol/zero i imag, la part 
imaginària.   
Per a la manipulació dels pols i zeros, és a dir, per moure’ls pel pla s, s’han utilitzat tres 
funcions: 
 poly: retorna el polinomi les arrels del qual són els pols/zeros del sistema. 
 movezero: canvia la posició d’un zero real o complex en un polinomi de coeficients 
reals. En aquest cas, canvia la posició dels pols/zeros del polinomi que retorna la 
funció poly i retorna un nou polinomi del qual els seus pols/zeros tenen unes 
noves posicions.  
 roots: calcula les arrels del polinomi que retorna la funció movezero, és a dir, 
calcula les noves posicions dels pols/zeros. 
- Diagrama de Bode (guany): 
S’utilitzen les funcions num_den_Gn i bodemag. Aquesta última agafa el numerador i 
denominador que retorna la funció num_den_Gn i dibuixa la corba de guany. 
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A banda de les corbes de guany, també es visualitzen el marge de guany i la freqüència 
d’encreuament de guany. Per representar aquests dos conceptes, s’ha fet servir la funció 
margin, que calcula els marges de robustesa d’un sistema de temps continu. La sintaxi 
d’aquesta funció és: (gm,psi,wc,wx) = margin(num,den). El numerador i denominador que 
utilitza margin s’obtenen de la funció num_den_Gn, utilitzada anteriorment. Tot seguit 
s’explica el procediment utilitzat: 
 Marge de guany: és la distància que va de la corba de guany a 0 dB quan la 
freqüència correspon a la freqüència d’encreuament de fase (quan la corba de 
Bode de fase creua els -180º). Aquesta distància es visualitza en forma de 
segment vertical. La freqüència d’encreuament de fase és wc (obtinguda de la 
funció margin). El guany es determina fent ús de la funció bodemag, on 
s’especifica la freqüència a la que es vol que es calculi el guany i que és wc. 
 Freqüència d’encreuament de guany: és la freqüència que té lloc quan la corba de 
Bode de guany creua els 0 dB. Aquesta freqüència és wx, obtinguda de la funció 
margin. 
- Diagrama de Bode (fase): 
S’utilitzen les funcions num_den_Gn i bodephase. Aquesta última agafa el numerador i 
denominador que retorna la funció num_den_Gn i dibuixa la corba de fase. 
En aquesta figura, a més, es volen representar els conceptes de marge de fase i freqüència 
d’encreuament de fase. De la mateixa manera que pel Diagrama de Bode (guany) també 
s’utilitza la funció margin.  
 Marge de fase: és la distància que va de la corba de fase a -180º quan la 
freqüència correspon a la freqüència d’encreuament de guany (quan la corba de 
Bode de guany creua els 0 dB). Aquesta distància es visualitza en forma de 
segment vertical. La freqüència d’encreuament de guany s’obté de la funció 
margin i correspon a wx. La fase es determina fent ús de la funció bodephase, on 
s’especifica la freqüència a la que es vol que es calculi la fase i que és wx. 
 Freqüència d’encreuament de fase: és la freqüència que té lloc quan la corba de 
Bode de fase creua els -180º. Aquesta freqüència és wc, obtinguda de la funció 
margin. 
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- Diagrama de Nyquist: 
Es representa la part real de la funció de transferència   ( ) a l’eix x, la part imaginària es 
traça a l’eix y. Es fa servir la funció num_den_Gn per obtenir el numerador i denominador de 
  ( ), els quals s’utilitzen a la funció nyquist per dibuixar el diagrama. 
En aquesta figura també es visualitza el marge de guany i el marge de fase: 
 Marge de guany: es representa en forma de segment horitzontal. Aquest indica la 
distància que va del punt (0,0) a la traça de Nyquist quan aquesta creua l’eix real 
negatiu. La distància es calcula com     , on    és el marge de guany. Per 
obtenir el valor de   , s’ha utilitzat la funció margin, de la qual s’obté gm, que 
dóna l’interval de guany pel qual el sistema en llaç tancat es manté estable.    és 
la diferència entre el valor màxim i mínim de l’interval gm. 
 Marge de fase: es dibuixa un segment que va del punt (0,0) al punt de creuament 
entre la traça de Nyquist i la circumferència de radi unitat. El marge de fase 
correspon a l’angle que va dels -180º a aquest segment. El punt de creuament 
s’obté del valor real i imaginari que retorna la funció nyquist, on s’ha especificat el 
valor de freqüència a la que té lloc el creuament. Aquesta freqüència és wx, 
obtinguda de la funció margin. 
- Diagrama de Nichols: 
En aquest diagrama s’expressa el valor de guany en funció de la fase. Es fa servir la funció 
num_den_Gn per obtenir el numerador i denominador de   ( ), els quals s’utilitzen a la 
funció nichols per dibuixar el diagrama. 
En aquesta figura també es visualitza el marge de guany i el marge de fase: 
 Marge de guany: es representa en forma de segment vertical i és la distància que 
va del punt de la corba a -180º fins a 0 dB. Per tant, aquest segment va del punt (-
180º, 0 dB) al punt (-180º, mag), on mag és el valor de guany que té lloc a la 
freqüència d’encreuament de fase wc. Així doncs, s’utilitza la funció margin per 
obtenir la freqüència wc. Tot seguit, es crida a la funció nichols especificant el 
valor de freqüència i aquesta retorna el valor de guany mag: 
(mag,phase)=nichols(N, D, wc).   
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 Marge de fase: de manera similar al marge de guany, el marge de fase es 
representa en forma de segment horitzontal. És la distància que va del punt de la 
corba a 0 dB fins a -180º, és a dir, del punt (-180º+mf, 0 dB) al punt (-180º, 0 dB). 
La variable mf és el marge de fase i és igual al valor de psi, que s’obté de la funció 
margin. 
- Paràmetres:  
En aquesta aplicació interactiva hi ha quatre paràmetres. Per representar-los, s’ha utilitzat 
la funció slider que serveix per poder variar de forma interactiva el valor de cadascun 
d’ells.  
6.2.3. Procediment de fitar 
En aquest apartat s’expliquen els passos que s’han seguit per fitar les corbes de Bode 
(guany i fase), la corba de Nyquist i la corba de Nichols. 
S’han creat dos selectors anomenats freqüències individuals i evolvent. El selector 
freqüències individuals permet visualitzar la regió fitada per a tres freqüències diferents. 
L’evolvent, en canvi, permet la visualització de la regió fitada per a tot el rang de freqüències 
definit a cada diagrama.  
- Diagrama de Nyquist: 
Primer de tot es procedeix a explicar el procediment seguit per fitar aquest diagrama, ja que 
a partir de les seves regions fitades es pot determinar com fitar les corbes de les altres 
figures.  
Donat un valor de freqüència de la traça de Nyquist   , la regió fitada queda definida per la 
circumferència amb centre a    i radi igual a | (  )    (  )|, anomenada a partir d’ara 
circumferència límitadora. Les funcions que s’han utilitzat per implementar el codi són: 
 transfer_function_Gn: s’obté la funció de transferència de   ( ). 
 transfer_function_W: s’obté la funció de transferència de ( ). 
 nyquist: calcula la traça de Nyquist de la funció de transferència de   ( ) per a un 
valor de freqüència determinat (  ). Correspon a un nombre complex i ho retorna 
Pàg. 48  Memòria 
 
en forma de part real (x) i part imaginària (y).       és el centre de la 
circumferència limitadora.  
 bodemag: aquesta funció es fa servir dues vegades, per trobar el valor de guany 
de ( ) i de   ( ) per a una freqüència determinada   . Els dos valors de guany 
obtinguts (gW i gG) s’utilitzen per calcular el radi de la circumferència:      
   (     ).  
Amb el centre i el radi definits, ja es pot dibuixar la circumferència limitadora. El sistema 
roman estable sempre i quan les regions fitades no incloguin el punt -1+j·0. 
- Diagrama de Bode (guany) 
Per a una freqüència determinada, es defineixen un valor màxim i mínim de guany que fan 
de límits. La distància entre aquests dos valors, que es representa en forma de segment 
vertical, indica la regió fitada de la corba de Bode de guany.   
Primer de tot, s’han de determinar quins són els dos valors de guany que fan de límit. 
Aquests s’obtenen a partir del diagrama de Nyquist. La següent figura (Fig. 6.2.) mostra una 
part del diagrama de Nyquist, on s’ha representat una circumferència limitadora a una 
determinada freqüència (circumferència de color blau). La recta que va de l’origen al centre 
de la circumferència interseca amb aquesta en dos punts (punts de color vermell), que són 
els punts que fan de límit, és a dir, els punts que fiten els valors de guany. En coordenades 
polars, el guany es representa com a coordenada radial al diagrama de Nyquist. Per tant, els 
dos valors màxim i mínim de guany són les distàncies que van de l’origen del diagrama a 
cadascun dels dos punts.   
 
Fig. 6.2. Punts per calcular els valors de guany al diagrama de Nyquist 
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A continuació, es presenta un resum dels càlculs realitzats per trobar les equacions que 
defineixen els dos punts: 
L’equació anterior iguala l’equació de la circumferència amb l’equació de la recta que passa 
per l’origen i pel punt P. C és el centre de la circumferència i r és el seu radi. O és l’origen. P 
és un punt d’intersecció de la circumferència amb la recta i en aquest cas, P pren per valor 
C, ja que és un valor conegut. L’única incògnita, per tant, és   i el producte de     dóna 
com a resultat els dos punts d’intersecció que s’estan buscant. 
   i    són les coordenades x i y del centre de la circumferència. Per simplificar, a partir 
d’ara s’anomenen x i y.  
De l’Eq. 6.14, s’expressen   i   en funció de les variables x i y i s’obtenen dues solucions. 
Només interessa trobar el valor de  , així que no es fa referència a l’equació de  . Les dues 
solucions de   són: 
Els dos punts d’intersecció són P1 (Eq. 6.16) i P2 (Eq. 6.17): 
 
             (   ) (Eq.  6.11) 
       (   )    (Eq.  6.13) 
                               (Eq.  6.12) 
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 (Eq.  6.16) 
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Amb els valors dels dos punts ja es poden calcular les dues distàncies d’aquests a l’origen i 
obtenir, d’aquesta manera, els dos valors de guany màxim i mínim. La distància es calcula 
de la forma següent: 
Tot seguit s’explica com s’ha realitzat la implementació del codi per calcular els punts: 
La variable r és el radi de la circumferència i es calcula de la mateixa manera que pel 
diagrama de Nyquist. Per tant, s’utilitzen les funcions transfer_function_Gn, 
transfer_function_W  i bodemag i el codi és         (     ). 
El denominador de la fracció, √     , és igual al guany de   ( ). Per simplificar el codi, 
aquest es pot substituir pel valor de guany   , el qual s’ha obtingut prèviament quan s’ha 
calculat el radi mitjançant la funció bodemag. 
Les variables x i y es calculen utilitzant la funció nyquist, tal i com s’ha explicat a l’apartat del 
diagrama de Nyquist. 
- Diagrama de Bode (fase) 
En aquest cas s’han de determinar els valors màxim i mínim de fase per a una freqüència en 
concret per tal de fitar la corba. De forma similar a com s’ha procedit al diagrama de Bode 
(guany), l’angle màxim i l’angle mínim s’obtenen a partir del diagrama de Nyquist. La 
següent figura (Fig. 6.3) mostra quins són els angles màxim (  ) i mínim (  ) que fan de 
límit. Les dues rectes que s’observen són dues rectes tangents a la circumferència 
limitadora. Els dos punts vermells indiquen els punts de tangència. Donat que en 
((  
 
√     
)    (  
 
√     
)   ) 
  
 (Eq.  6.17) 
   √(      )  (      )
 
 (Eq.  6.18) 
   √(      )  (      )
 
 (Eq.  6.19) 
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coordenades polars la fase es representa com a coordenada angular, els dos valors màxim i 
mínim de fase són els angles que s’indiquen a la Fig. 6.3.  
 
Per trobar els valors de    i    s’han de trobar, en primer lloc, els valors dels punts de 
tangència. Els càlculs que es presenten a continuació mostren el procediment que s’ha 
seguit: 
C i r són el centre i el radi de la circumferència que fa de límit, respectivament. O és l’origen. 
P indica el punt de tangència. 
Les variables x i y són les coordenades del centre de la circumferència.    i    són les 
coordenades x i y del punt P, respectivament. 
             (   ) (Eq. 6.20) 
[
        ( )
        ( )
]   [
    
    
]   (Eq. 6.21) 
      (
        ( )
        ( )
)        (
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        ( )
  
 
        ( )
  
 
  
 (Eq. 6.22) 
 (Eq. 6.23) 
Fig. 6.3 Punts per calcular els valors de fase al diagrama de Nyquist 
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Per determinar quin és l’argument del punt de tangència, s’agafa la part esquerra de l’Eq. 
6.23, es deriva respecte l’angle   i s’iguala a zero. Els dos valors de theta obtinguts són els 
angles dels dos punts de tangència.  
Els dos angles anteriors estan definits respecte uns eixos de coordenades amb origen al 
centre de la circumferència. Així doncs, aquests no són els angles màxim i mínim que fan de 
límit que s’està buscant.   
Substituint els valors de theta a les equacions de la circumferència s’obtenen, finalment, les 
coordenades dels dos punts de tangència, els quals a partir d’ara s’anomenen    i   . De 
l’Eq. 6.25 s’observa que aquests punts s’expressen en funció de les variables x, y i r, que 
són variables conegudes i fan referència a les coordenades del centre de la circumferència i 
al seu radi.  
Amb aquests valors dels punts de tangència ja es poden determinar els seus angles 
respecte l’origen de coordenades del diagrama, que són els angles    i   . Per fer-ho, es fa 
servir la funció atan2. 
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- Diagrama de Nichols 
El diagrama de Nichols expressa el valor de guany en funció de la fase. El guany es 
representa a l’eix y i la fase, a l’eix x. D’aquesta manera, per representar la regió fitada 
només es tracta d’expressar els valors de guany i fase màxims i mínims als eixos y i x del 
diagrama, respectivament.  
Els valors màxim i mínim de guany ja s’han calculat prèviament a l’apartat del diagrama de 
Bode (guany), són els valors d1 i d2. Els valors màxim i mínim de fase són els angles    i   , 
calculats a l’apartat del diagrama de Bode (fase). 
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7. Fitxes 
7.1. Resposta freqüencial de sistemes de primer ordre de 
temps discret 
1) Contingut teòric 
La resposta en freqüència d’un sistema de temps discret s’obté substituint z per       , on 
T és el període de mostratge i   és la pulsació,   [  
 
 
] rad/s.  
El sistema de primer ordre d’estudi és: 
on la variable a és el zero.  
Cal destacar que  (   ) té guany 1 en contínua, ja que per     el sistema  (   )  
 . És per aquest motiu que se li afegeix el factor (   ) al denominador.  
En aquesta fitxa s’estudia el guany i la fase d’un sistema de primer ordre de temps discret 
en funció de la posició del zero. Per aconseguir-ho, es fa el canvi       ,     , i 
s’obté  (      ).  
A partir de la representació del zero al pla z i dels diagrames de Bode de guany i fase, 
s’estudia el comportament dels valors màxim i mínim del guany.  
Es vol realitzar aquest mateix estudi en funció de la posició del pol, per tant, és necessari 
obtenir un sistema de primer ordre semblant a  (   ), on a sigui, en aquest cas, la 
variable que correspon al pol del sistema. Donat que els pols són les arrels del 
denominador de la funció de transferència, s’ha fet la inversa del polinomi construït pel 
cas del zero i s’ha obtingut el polinomi de l’Eq. 2 com a sistema d’estudi. 
 (   )  
   
   
                    (Eq. 1) 
       (Eq. 2)    (   )  
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Estudiar el comportament del guany i la fase d’un sistema de primer ordre de temps 
discret en funció de la posició del pol és, per tant, similar al cas del zero. 
Referències 
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 OGATA, K., Sistemas de control en tiempo discreto. Prentice-Hall 
Hispanoamericana, S.A. Segunda Edición. p. 225-227 
2) Pantalla 
Es poden escollir dues vistes de la pantalla de l’aplicació mitjançant la pestanya Info: la vista 
simple i la vista completa. A la vista simple, tal i com s’observa a la Figura 1, apareixen el pla 
z, el diagrama de Bode de guany i el diagrama de Bode de fase. A la vista completa 
apareixen, a més del tres diagrames de la vista simple, el diagrama de Nyquist i el diagrama 
de Nichols.  
 
 
Fig. 1 Figures que apareixen per pantalla a la vista simple 
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Figura Representació pols-zeros 
Aquesta figura representa el pla z i s’hi poden visualitzar els pols/zeros dels sistemes de 
primer ordre. Els pols es mostren en forma de creu i els zeros en forma de rodona. 
D’entrada s’observen dibuixats dos eixos, la circumferència de radi unitat i un pol de valor 
       (configuració Reset). 
A sobre d’aquesta figura es troben definits sis selectors, els quals disposen d’una casella 
que pot estar activada (casella marcada amb una “x”) o desactivada (casella en blanc). 
Activar cadascuna de les caselles permet a l’usuari visualitzar diferents dibuixos dins de 
la figura Representació pols-zeros. A continuació s’explica la funcionalitat de cada 
selector: 
 PZ: Permet seleccionar si es vol treballar amb pols o zeros. 
 Múltiple: Permet activar/desactivar la visualització de 5 sistemes. El pol/zero de color 
negre és l’actiu, és a dir, és el que està seleccionat i podem moure amb el cursor per 
tal d’estudiar el seu comportament. Quan es clicka a sobre d’un altre pol/zero que no 
és l’actiu, aquest passa a ser de color negre i es converteix en l’actiu. 
 Guany: Permet visualitzar les posicions del pol/zero que indiquen un guany 
màxim/mínim, és a dir, són els valors que pren el pol/zero (variable a) quan es té un 
guany màxim/mínim. Per poder visualitzar aquestes zones és necessària també 
l’activació dels selectors min o max, en funció de si es vol visualitzar el guany mínim 
o màxim.  
Inicialment, a l’activar qualsevol de les caselles min o max es visualitzaran dos 
rodones (cas zeros) o dos creus (cas pols). Aquests punts són interactius, per tant es 
poden moure per l’eix real i el seu valor de guany apareix a la barra inferior de la 
pantalla. Al moment de canviar de semiplà mentre es mouen els punts, aquests es 
convertiran en una recta. Això indica que per a tots els valors de a d’aquell semiplà, 
el guany és màxim/mínim. 
 Fase: Té el mateix funcionament que el selector Guany, però en aquest cas es 
visualitzen les zones de fase màxima/mínima. També és necessari activar els 
selectors min i max per visualitzar aquestes zones. L’usuari pot moure els punts i 
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segons la zona de l’eix real en la qual es trobin, aquests es convertiran en rectes, 
indicant un valor constant de fase màxima/mínima al llarg de tota la recta.  
 min: Permet visualitzar les zones de guany mínim o fase mínima segons si s’activa la 
casella Guany o la casella Fase. Aquestes zones són de color blau pel guany i 
magenta per la fase. També permet visualitzar el valor mínim de guany i fase als 
diagrames de Bode, Nyquist i Nichols.  
 max: Permet visualitzar les zones de guany màxim o fase màxima segons si s’activa 
la casella Guany o la casella Fase. Aquestes zones són de color vermell pel guany i 
verd per la fase. També permet visualitzar el valor màxim de guany i fase als 
diagrames de Bode, Nyquist i Nichols. 
Figura Diagrama de Bode (guany)  
Aquesta figura correspon al diagrama de Bode i s’hi representa el guany expressat en dB.  
Si el selector Múltiple està desactivat només es visualitza una corba de guany, en cas 
contrari es visualitzen les corbes de guany dels 5 sistemes i els seus colors coincideixen 
amb els colors dels corresponents pols/zeros del pla z.   
També es pot observar una recta vertical a la part dreta de la figura que indica la darrera 
freqüència de temps discret. 
Si s’activen els selectors min i max (amb el selector Guany activat), es dibuixen dues 
rectes horitzontals de color blau i vermell, que indiquen el valor mínim i màxim del guany 
en dB, respectivament. L’usuari pot moure qualsevol d’aquestes dues rectes en direcció 
vertical, d’aquesta manera modifica el seus valors de guany. El valor de guany surt 
expressat a la barra inferior de la pantalla.  
Figura Diagrama de Bode (fase) 
Aquesta figura correspon al diagrama de Bode i s’hi representen les corbes de fase. De la 
mateixa manera que per a la figura Diagrama de Bode (guany), es visualitzen una o 
múltiples corbes de fase segons si se selecciona o no el selector Múltiple. Els colors de 
les corbes coincideixen amb els colors del pols/zeros del pla z. 
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La recta vertical situada a la part dreta de la figura indica la darrera freqüència de temps 
discret.  
Seguint la mateixa dinàmica que pel Diagrama de Bode (guany), en aquesta figura també 
es dibuixen dues rectes horitzontals quan s’activen les caselles min i max (amb la casella 
Fase activada). Aquestes indiquen el valor mínim (color magenta) i màxim (color verd) de 
la fase en graus. Les dues rectes es poden moure en direcció vertical i es pot observar el 
seu valor de fase a la barra inferior de la pantalla.  
Figura Diagrama de Nyquist 
En aquesta figura es representa la part real de  (      ) a l’eix horitzontal, mentre que la 
seva part imaginària es representa a l’eix vertical. S’observa una circumferència de color 
verd que correspon a la circumferència de radi unitat. 
La casella Múltiple permet visualitzar les corbes dels 5 sistemes, cadascuna d’elles amb 
els seus corresponents colors.  
Donat que el diagrama de Nyquist és un diagrama polar on el guany i l’angle de la fase de 
la funció de transferència s’expressen en coordenades polars, també s’han representat 
els valors màxims i mínims de guany i fase en aquesta figura. El guany es representa 
com a coordenada radial, mentre que la fase es representa com a coordenada angular. 
Així doncs, el guany màxim/mínim es dibuixa com una circumferència, ja que fa 
referència a tots els punts amb el mateix radi per a freqüències   diferents. En el cas de 
la fase, tots els punts amb el mateix valor màxim/mínim de fase dibuixen una recta amb 
origen a (0,0) i un determinat angle respecte l’eix horitzontal. Aquest angle correspon a 
aquest valor màxim/mínim de fase. 
De la mateixa manera que a les altres figures, per visualitzar les circumferències de 
guany màxim/mínim cal tenir les caselles Guany i max/min activades. Si es vol visualitzar 
les rectes de fase màxima/mínima, s’han d’activar les caselles Fase i max/min.  
Tant les circumferències com les rectes són interactives. L’usuari pot modificar les 
dimensions de les circumferències, modificant així els valors de guany. Les rectes es 
poden moure en sentit horari o antihorari, modificant per tant la fase. Els valors de guany i 
fase es mostren a la barra inferior de la pantalla. 
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Figura Diagrama de Nichols 
El diagrama de Nichols expressa el valor de guany en funció de la fase. A l’eix 
d’ordenades es troba representat el guany en dB, a l’eix de coordenades, l’angle de fase 
en graus.  
A l’activar els selectors Guany, min i max es visualitzen les rectes horitzontals equivalents 
al valor mínim i màxim de guany. A l’activar els selectors Fase, min i max es visualitzen 
les rectes verticals equivalents al valor mínim i màxim de guany. Tant les rectes 
horitzontals de guany com les rectes verticals de fase es poden desplaçar en la direcció 
dels seus eixos. Així l’usuari pot modificar el valors màxims/mínims de guany i fase i els 
seus corresponents valors apareixen sempre a la barra inferior de la pantalla. 
3) Exemples 
Si es clicka la pestanya Info de la barra superior de la pantalla, es poden observar vàries 
opcions. Hi ha l'opció Reset, que fa referència a la configuració inicial quan s’executa 
l’aplicació, i també hi ha disponibles 4 exemples. A continuació, es fa un breu resum de 
les configuracions dels exemples: 
 Exemple 1 
Configuració de sistema amb filtre passaalts pels zeros i passabaix pels pols. Els 
pols/zeros del sistema estan localitzats al semiplà dret i dins de la circumferència de radi 
unitat.  
 Exemple 2 
Configuració de sistema amb filtre passaalts pels zeros i passabaix pels pols. Els 
pols/zeros del sistema estan localitzats al semiplà dret, tres d’ells es troben dins de la 
circumferència de radi unitat i els altres dos fora.  
 Exemple 3 
Configuració de sistema amb filtre passabaix pels zeros i passaalts pels pols. Els 
pols/zeros del sistema estan localitzats al semiplà esquerre i dins de la circumferència de 
radi unitat.  
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 Exemple 4 
Configuració de sistema amb filtre passabaix pels zeros i passaalts pels pols. Els 
pols/zeros del sistema estan localitzats al semiplà esquerre, tres d’ells es troben dins de 
la circumferència de radi unitat i els altres dos fora.  
7.2. Resposta freqüencial de sistemes de segon ordre de 
temps discret 
1) Contingut teòric 
La resposta en freqüència d’un sistema de temps discret s’obté substituint z per       on 
T és el període de mostratge i   és la pulsació,   [  
 
 
] rad/s. 
 
El sistema de segon ordre d’estudi és: 
Les arrels del polinomi  (     ) són els zeros del sistema. Aquests són nombres 
complexes conjugats i tenen la forma següent: 
on les variables   i   són el mòdul i l’argument, respectivament.     i      . 
Cal destacar que  (     ) té guany 1 en contínua, ja que per     el sistema 
 (     )   . És per aquest motiu que se li afegeix el factor (            ( )) al 
denominador.  
En aquesta fitxa s’estudia el guany i la fase d’un sistema de segon ordre de temps discret 
en funció de les posicions dels zeros. Per aconseguir-ho, es fa el canvi       ,     , i 
s’obté  (        ).  
A partir de la representació dels zeros al pla z i dels diagrames de Bode de guany i fase, 
s’estudia el comportament dels valors màxim i mínim del guany.  
 (     )  
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          ( )      
            ( )
 
 
 
     
     
     
     
(Eq. 1) 
     
          (Eq. 2) 
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Es vol realitzar aquest mateix estudi en funció de la posició del pols, per tant, és 
necessari obtenir un sistema de segon ordre semblant a  (     ), on els valors de z 
siguin, en aquest cas, els nombres complexes conjugats corresponents als pols del 
sistema. Donat que els pols són les arrels del denominador de la funció de transferència, 
s’ha fet la inversa del polinomi construït pel cas del zeros i s’ha obtingut el polinomi de 
l’Eq. 3 com a sistema d’estudi.  
Estudiar el comportament del guany i la fase d’un sistema de segon ordre de temps 
discret en funció del pols és, per tant, similar al cas dels zeros. 
Referències 
 BERNARDO A. LEÓN DE LA BARRA, RAÚL PRIETO. On the frequency response 
of scalar discrete-time systems. Volume 35, Issue 11, p. 1843-1853, November 
1999.  
 OGATA, K., Sistemas de control en tiempo discreto. Prentice-Hall 
Hispanoamericana, S.A. Segunda Edición. p. 225-227 
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2) Pantalla 
Es poden escollir dues vistes de la pantalla de l’aplicació mitjançant la pestanya Info: la vista 
simple i la vista completa. A la vista simple, tal i com s’observa a la Figura 1, apareixen el pla 
z, el diagrama de Bode de guany i el diagrama de Bode de fase. A la vista completa 
apareixen, a més del tres diagrames de la vista simple, el diagrama de Nyquist i el diagrama 
de Nichols.  
 
Figura Representació pols-zeros 
Aquesta figura representa el pla z i s’hi poden visualitzar els pols i zeros del sistema de 
segon ordre. Els pols es mostren en forma de creu i els zeros en forma de rodona i 
cadascun d’ells té representat el seu complex conjugat. D’entrada s’observen dibuixats 
dos eixos, la circumferència de radi unitat i un pol de valor             (configuració 
Reset). 
A sobre d’aquesta figura es troben definits sis selectors, els quals disposen d’una casella 
que pot estar activada (casella marcada amb una “x”) o desactivada (casella en blanc). 
Activar cadascuna de les caselles permet a l’usuari visualitzar diferents dibuixos dins de 
Fig. 1 Figures que apareixen per pantalla a la vista simple 
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la figura Representació pols-zeros. A continuació s’explica la funcionalitat de cada 
selector: 
 PZ: Permet seleccionar si es vol treballar amb pols o zeros.  
 Múltiple: Permet activar/desactivar la visualització de 5 sistemes. El pol/zero de color 
negre és l’actiu, és a dir, és el que està seleccionat i podem moure amb el cursor per 
tal d’estudiar el seu comportament. Quan es clicka amb el cursor a sobre d’un altre 
pol/zero que no és l’actiu, aquest passa a ser de color negre i es converteix en l’actiu. 
 Guany: La seva activació permet visualitzar les corbes que defineixen 6 regions, les 
quals caracteritzen el comportament del guany. Tot seguit, s’especifica com es 
comporta el guany segons la zona en la qual es troben els zeros: 
- (     ): la corba de guany augmenta monòtonament des del valor de guany 
igual a 1 fins al valor màxim de guany.  
- (     ): la corba de guany disminueix monòtonament des del valor de guany 
igual a 1 fins al valor mínim de guany. 
- (     ): la corba de guany té un punt singular. Durant el primer tram disminueix 
monòtonament des del valor de guany igual a 1, en el segon tram la corba 
augmenta monòtonament.  
El comportament quan es treballa amb pols és invers a l’explicat pel cas dels zeros. És 
a dir, les zones on el guany augmenta, pels pols disminueix, i a l’inrevés. 
 Fase: La seva activació permet visualitzar les corbes que defineixen 7 regions, les 
quals caracteritzen el comportament de la fase. Tot seguit, s’especifica com es 
comporta la fase segons la zona en la qual es troben els zeros: 
- (     ): la fase és negativa per      . La corba és monòtonament 
decreixent fins a un cert valor de   i a partir d’aquest és monòtonament creixent. 
- (     ): la fase és positiva per      . La corba és monòtonament creixent 
fins a un cert valor de   i a partir d’aquest és monòtonament decreixent. 
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-   : la corba de fase té dos punts singulars, el primer és positiu i el segon és 
negatiu. El primer tram de la corba és monòtonament creixent, el segon tram és 
monòtonament decreixent i el tercer tram, monòtonament creixent.  
-   : la corba de fase té dos punts singulars, el primer és positiu i el segon és 
negatiu. El primer tram de la corba és monòtonament creixent, el segon tram és 
monòtonament decreixent i el tercer tram, monòtonament creixent.  
-   : la fase és positiva per       i la corba creix de forma monòtona. 
El comportament quan es treballa amb pols és invers a l’explicat pel cas dels zeros, és a 
dir, tot el que pels zeros és creixent i positiu, pels pols serà decreixent i negatiu, i a 
l’inrevés. 
 min: Al pla z, permet visualitzar la corba que simbolitza la regió corresponent als 
pols/zeros amb el mateix valor mínim de guany. Aquesta corba és de color blau. El 
selector min només funciona si la casella Guany està activada. També permet 
visualitzar el valor mínim de guany als diagrames de Bode, Nyquist i Nichols. 
 max: Al pla z, permet visualitzar la corba que simbolitza la regió corresponent als 
pols/zeros amb el mateix valor màxim de guany. Aquesta corba és de color vermell. 
El selector max només funciona si la casella Guany està activada. També permet 
visualitzar el valor màxim de guany als diagrames de Bode, Nyquist i Nichols. 
Figura Diagrama de Bode (guany) 
Aquesta figura correspon al diagrama de Bode i s’hi representa el guany expressat en dB.  
Si el selector Múltiple està desactivat només es visualitza una corba de guany, en cas 
contrari es visualitzen les corbes de guany dels 5 sistemes i els seus colors coincideixen 
amb els colors dels corresponents pols/zeros del pla z.   
També es pot observar una recta vertical a la part dreta de la figura que indica la darrera 
freqüència de temps discret. 
Si s’activen els selectors min i max (amb el selector Guany activat), es dibuixen dues 
rectes horitzontals de color blau i vermell, que indiquen el valor mínim i màxim del guany 
en dB, respectivament. L’usuari pot moure qualsevol d’aquestes dues rectes en direcció 
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vertical, d’aquesta manera modifica el seus valors de guany. El valor de guany surt 
expressat com a missatge informatiu a la barra inferior de la pantalla.  
Si l’usuari desplaça el pol/zero per sobre de la corba min o max del pla z, pot observar al 
Diagrama de Bode (guany) que el valor mínim o màxim de la corba de guany es manté 
constant i que el seu valor és el que marca la recta horitzontal. 
Figura Diagrama de Bode (fase) 
Aquesta figura correspon al diagrama de Bode i s’hi representen les corbes de fase. De la 
mateixa manera que per a la figura Diagrama de Bode (guany), es visualitzen una o 
múltiples corbes de fase segons si se selecciona o no el selector Múltiple. Els colors de 
les corbes coincideixen amb els colors del pols/zeros del pla z. 
La recta vertical situada a la part dreta de la figura indica la darrera freqüència de temps 
discret.  
Figura Diagrama de Nyquist 
En aquesta figura es representa la part real de   (        ) a l’eix horitzontal, mentre que 
la seva part imaginària es representa a l’eix vertical. S’observa una circumferència de 
color verd que correspon a la circumferència de radi unitat. 
La casella Múltiple permet visualitzar les corbes dels 5 sistemes, cadascuna d’elles amb 
els seus corresponents colors.  
Donat que el diagrama de Nyquist és un diagrama polar on el guany i l’angle de la fase de 
la funció de transferència s’expressen en coordenades polars, també s’han representat 
els valors màxims i mínims de guany en aquesta figura. El guany es representa com a 
coordenada radial i el seu dibuix dóna lloc a una circumferència, ja que fa referència a 
tots els punts amb el mateix radi per a freqüències   diferents.  
De la mateixa manera que a les altres figures, per visualitzar les circumferències de 
guany màxim/mínim cal tenir les caselles Guany i max/min activades.  
Les circumferències són interactives. L’usuari pot modificar les dimensions de les 
circumferències, modificant així els valors de guany. Els valors de guany es mostren a la 
barra inferior de la pantalla. 
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Figura Diagrama de Nichols 
El diagrama de Nichols expressa el valor de guany en funció de la fase. A l’eix 
d’ordenades es troba representat el guany en dB, a l’eix de coordenades, l’angle de fase 
en graus.  
A l’activar els selectors Guany, min i max es visualitzen les rectes horitzontals equivalents 
al valor mínim i màxim de guany.  
Aquestes dues rectes es poden desplaçar en la direcció de l’eix vertical i així l’usuari pot 
modificar els valors màxims/mínims de guany. Aquests valors apareixen sempre a la 
barra inferior de la pantalla. 
3) Exemples 
Si es clicka la pestanya Info de la barra superior de la pantalla, es poden observar vàries 
opcions. Hi ha l'opció Reset, que fa referència a la configuració inicial quan s’executa 
l’aplicació, i també hi ha disponibles 4 exemples. A continuació, es fa un breu resum de 
les configuracions dels exemples: 
 Exemple 1 
Els pols/zeros del sistema estan localitzats al primer quadrant i dins de la circumferència 
de radi unitat. El seus conjugats estan al quart quadrant. Tots ells tenen en comú que 
tenen el mateix mòdul i, per tant, són punts que tenen el mateix radi. 
 Exemple 2 
Els pols/zeros del sistema estan localitzats al primer quadrant i els seus conjugats estan 
al quart quadrant. Tots ells tenen la mateixa fase, dos d’ells es troben dins de la 
circumferència de radi unitat, un a sobre d’aquesta i els altres dos fora.  
 Exemple 3 
Els pols/zeros del sistema estan localitzats al segon quadrant i dins de la circumferència 
de radi unitat. El seus conjugats estan al tercer quadrant. Tots ells tenen en comú que 
tenen el mateix mòdul i, per tant, són punts que tenen el mateix radi. 
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 Exemple 4 
Els pols/zeros del sistema estan localitzats al segon quadrant i els seus conjugats estan 
al tercer quadrant. Tots ells tenen la mateixa fase, dos d’ells es troben dins de la 
circumferència de radi unitat, un a sobre d’aquesta i els altres dos fora.  
7.3. Control LQ (Lineal Quadràtic) de temps continu 
1) Contingut teòric 
Es considera el sistema de control de temps continu següent: 
on   x     (vector d’estat)  
u     (vector de control) 
y     (vector de sortida) 
A       (matriu d’estat) 
B       (matriu de control) 
C       (matriu de sortida) 
D       
En el cas que s’estudia es defineixen     i     i la matriu D és nul·la.  
Es considera també l’equació definida com índex d’acompliment quadràtic J: 
on Q i R són matrius reals, simètriques, constants i definides positives (Q pot ser 
semidefinida positiva). Aquestes matrius s’anomenen matrius de pesat i determinen la 
importància relativa de l’error i de la despesa d’aquest sistema. 
 ̇( )     ( )     ( ) 
 ( )     ( )      ( )  
 (Eq. 1) 
  ∫ (  ( )     ( )    ( )     ( ))  
 
 
                                                             (Eq.  2)  
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La resolució del problema de control LQ consisteix en: donat el sistema (A,B,C,D) i un índex 
J, trobar el vector de control u(t) tal que minimitzi l’índex J.  
La solució és la realimentació d’estats  ( )      ( ) (vector de control òptim). Per tant, 
el disseny dels sistemes de control òptim basats en la minimització de l’índex d’acompliment 
quadràtic es redueix a la determinació dels elements de la matriu K. 
La matriu P és l’única solució definida positiva de l’equació algebraica de Riccati (Eq. 4) que 
es mostra a continuació: 
El sistema de control òptim obtingut és sempre estable i és el següent: 
En alguns casos, per exemple en el problema de regulació de la sortida, les matrius Q i C 
estan relacionades per       .  A més, es pot decidir en quina mesura es pot regular 
per mitjà de l’ús d’un paràmetre, el qual té la finalitat d’equilibrar l’acompliment de la sortida 
contra l’acció de control. 
En aquesta aplicació interactiva s’ha decidit expressar les matrius Q i R en funció d’aquest 
paràmetre, que en aquest cas s’anomena alpha i està comprès entre els valors 0 i 1. Per 
tant, Q i R es poden escriure com: 
  (   ) 
           (Eq. 3) 
                          (Eq. 4) 
 ̇( )  (     )   ( )     ( ) (Eq. 5) 
         (Eq.  6) 
      (Eq.  7) 
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Fent servir les equacions Eq. 6 i Eq. 7 i l’equació de sortida       (D és nul·la), s’arriba a 
una nova expressió de l’equació de l’índex d’acompliment quadràtic. És la següent: 
A partir de l’Eq. 8 es pot afirmar: 
   petites  sistema amb una acció de control gran i un error petit 
   grans  sistema amb una acció de control petita i un error gran 
Així doncs, el paràmetre alpha influeix en la minimització de l’índex J i, per tant, en l’obtenció 
d’un sistema de control òptim. En aquesta aplicació l’usuari pot anar variant el valor d’alpha i 
observar com aquest paràmetre afecta al comportament del sistema.  
Referències  
 YVES PIGUET, ROLAND LONGCHAMP. Interactive Applications to explore the 
parametric space of multivariable controllers. IFAC World Congress 2011, Volume 
18, Part 1, p. 7298-7303 
 OGATA, K., Ingeniería de control moderna. Prentice-Hall Hispanoamericana, S.A. 
Tercera Edición. p.915-924 
 
 
 
 
 
 
 
  ∫ (     ( )   ( )  (   )    ( )   ( ))  
 
 
 (Eq.  8) 
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2) Pantalla 
 
 
 
Figura Representació pols –zeros  
Aquesta figura representa el pla s i s’hi visualitzen els pols del sistema de control de temps 
continu dibuixats en forma de creu. El semiplà esquerre del pla s correspon a la zona 
estable d’ubicació dels pols. Aquesta zona s’ha pintat de color groc pàl·lid. 
A sobre de la figura es poden observar dues caselles que corresponen a dos selectors: LT i 
Múltiple. Cada casella pot estar activada (casella marcada amb una “x”) o desactivada 
(casella en blanc). A continuació s’explica la funcionalitat de cadascun: 
 LT: És el selector de Llaç Tancat. L’activació de la casella permet a l’usuari 
visualitzar els pols del sistema de control de llaç tancat. Aquest sistema és el de 
control òptim i els seus pols es representen en forma de rombe (◊) . 
 Múltiple: Permet activar/desactivar la visualització de 5 sistemes. Quan es 
visualitzen tots els sistemes (casella activada), es pot observar que tots els pols 
Fig. 1 Figures que apareixen per pantalla  
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tenen colors diferents. El pol de color negre és l’actiu i és el que l’usuari pot moure 
per la figura per estudiar el seu comportament.  
Figura Diagrama de Nyquist 
En aquesta figura es representa la part real de la funció de transferència del sistema òptim a 
l’eix x, la part imaginària es traça a l’eix y. Es visualitza la circumferència de radi unitat (color 
verd). 
Figura Pla de fases 
Aquesta figura és la representació del retrat de fase del sistema de temps continu. Les 
variables d’estat d’aquest sistema són les components del vector x(t), on la component x1(t) 
correspon a l’eix horitzontal i x2(t) correspon a l’eix vertical.  
L’estat inicial de les trajectòries (x1(0), x2(0)) es visualitza en forma de cercle i les seves 
coordenades es mostren com a missatge informatiu a la part inferior esquerra de la pantalla. 
Aquest punt és interactiu, és a dir, l’usuari el pot moure per la figura.  
Quan s’activa la casella Múltiple apareixen les trajectòries de cadascun dels sistemes i els 
colors d’aquestes coincideixen amb els colors dels pols representats al pla s. L’usuari pot 
seleccionar quina trajectòria vol que sigui l’activa (de color negre) clickant a sobre d’aquesta.  
Figura Diagrama de Bode (guany) 
Aquesta figura correspon al diagrama de Bode i s’hi representa el guany expressat en dB. 
Si el selector Múltiple està desactivat només es visualitza una corba de guany, en cas 
contrari es visualitzen les corbes de guany dels 5 sistemes i els seus colors coincideixen 
amb els colors dels corresponents pols del pla s. 
Figura Diagrama de Bode (fase) 
Aquesta figura correspon al diagrama de Bode i s’hi representen les corbes de fase. 
Es visualitzen una o múltiples corbes de fase segons si la casella Múltiple està activada o 
desactivada. Els colors de les corbes coincideixen amb els colors del pols del pla s. 
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Figura Resposta Temporal 
Es dibuixa l’evolució temporal de la variable de sortida y(t) i de la variable de control u(t). 
Es poden observar dues pertorbacions que afecten l’evolució de la resposta temporal. Una 
d’elles fa referència a una entrada graó, l’altra simbolitza l’efecte del soroll. Cada pertorbació 
està indicada en forma de recta vertical, amb origen en l’eix horitzontal i fi en forma de 
cercle. L’usuari pot variar les característiques de cada pertorbació tal i com s’indica a 
continuació: 
- La recta vertical es pot moure en la direcció de l’eix horitzontal, en sentit esquerre 
o dret, fent variar el moment a partir del qual té lloc la pertorbació. 
- Es pot modificar la longitud de la recta, fent variar l’amplitud de la pertorbació. 
Tant per variar el temps com l’amplitud, l’usuari ha de posar el cursor a sobre del cercle. 
Paràmetres 
Hi ha un paràmetre anomenat alpha que està situat a sobre de la figura Representació pols-
zeros. Està comprès entre 0 i 1 i l’usuari pot anar variant el seu valor.  
3) Exemples 
Si es clicka la pestanya Info de la barra superior de la pantalla, es poden observar vàries 
opcions. Hi ha l'opció Reset, que fa referència a la configuració inicial quan s’executa 
l’aplicació, i també hi ha disponibles 5 exemples. A continuació, es fa un breu resum de les 
configuracions dels exemples: 
 Exemple 1 
Sistema estable amb pols reals. Valors d’alpha baixos que van de 0,1 a 0,5. 
 Exemple 2 
Sistema inestable amb pols reals. Valors d’alpha baixos que van de 0,1 a 0,5. 
 
 
Pàg. 74  Memòria 
 
 Exemple 3 
Sistema inestable amb pols complexes conjugats. Valors d’alpha baixos que van de 
0,1 a 0,5. 
 Exemple 4 
Sistema estable amb pols complexes conjugats. Valors d’alpha alts que van de 0,5 a 
0,9. 
 Exemple 5 
Sistema inestable amb pols reals. Valors d’alpha alts que van de 0,5 a 0,9. 
7.4. Control LQ (Lineal Quadràtic) de temps discret 
1) Contingut teòric 
Es considera el sistema de control de temps discret següent: 
on  x     (vector d’estat)  
u     (vector de control) 
y     (vector de sortida) 
A       (matriu d’estat) 
B       (matriu de control)  
C       (matriu de sortida) 
D       
En el cas que s’estudia es defineixen     i     i la matriu D és nul·la. 
Es considera també l’equació definida com índex d’acompliment quadràtic J: 
 (Eq.  1) 
 (   )     ( )     ( ) 
 ( )     ( )     ( ) 
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on Q i R són matrius reals, simètriques, constants i definides positives (Q pot ser 
semidefinida positiva). Aquestes matrius s’anomenen matrius de pesat i determinen la 
importància relativa de l’error i de la despesa d’aquest sistema. 
La resolució del problema de control LQ consisteix en: donat el sistema (A,B,C,D) i un índex 
J, trobar el vector de control u(k) tal que minimitzi l’índex J.  
La solució és la realimentació d’estats   ( )      ( ) (vector de control òptim). Per tant, 
el disseny dels sistemes de control òptim basats en la minimització de l’índex d’acompliment 
quadràtic es redueix a la determinació dels elements de la matriu K. 
La matriu P és l’única solució definida positiva de l’equació algebraica de Riccati que es 
mostra a continuació: 
El sistema de control òptim obtingut és sempre estable i és el següent: 
En alguns casos, per exemple en el problema de regulació de la sortida, les matrius Q i C 
estan relacionades per       .  A més, es pot decidir en quina mesura es pot regular 
per mitjà de l’ús d’un paràmetre, el qual té la finalitat d’equilibrar l’acompliment de la sortida 
contra l’acció de control. 
En aquesta aplicació interactiva s’ha decidit expressar les matrius Q i R en funció d’aquest 
paràmetre, que en aquest cas s’anomena alpha i està comprès entre els valors 0 i 1. Per 
tant, Q i R es poden escriure com: 
  ∑   ( )     ( )    ( )     ( )     (Eq.  2) 
  (        )          (Eq.  3) 
                (        )              (Eq.  4) 
 (   )  (     )   ( )     ( ) (Eq. 5) 
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  (   ) 
Fent servir les equacions Eq. 6 i Eq. 7 i l’equació de sortida       (D és nul·la), s’arriba a 
una nova expressió de l’equació de l’índex d’acompliment quadràtic (Eq.8): 
A partir de l’Eq. 8 es pot afirmar: 
   petites  sistema amb una acció de control gran i un error petit 
   grans  sistema amb una acció de control petita i un error gran 
Així doncs, el paràmetre alpha influeix en la minimització de l’índex J i, per tant, en l’obtenció 
d’un sistema de control òptim. En aquesta aplicació l’usuari pot anar variant el valor d’alpha i 
observar com aquest paràmetre afecta al comportament del sistema. 
Referències  
 YVES PIGUET, ROLAND LONGCHAMP. Interactive Applications to explore the 
parametric space of multivariable controllers. IFAC World Congress 2011, Volume 
18, Part 1, p. 7298-7303. 
 OGATA, K., Sistemas de control de tiempo discreto. Prentice-Hall 
Hispanoamericana, S.A. Segunda Edición. Capítulo 8, p. 566-632 
 
 
 
      (Eq.  7) 
         (Eq.  6) 
  ∑      ( )   ( )  (   )    ( )   ( )     (Eq.  8) 
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2) Pantalla 
 
 
 
Figura Representació pols –zeros 
Aquesta figura representa el pla z i s’hi visualitzen els pols del sistema de control de temps 
discret dibuixats en forma de creu. També es visualitza la circumferència de radi unitat. 
A sobre de la figura es poden observar dues caselles que corresponen a dos selectors: LT i 
Múltiple. Cada casella pot estar activada (casella marcada amb una “x”) o desactivada 
(casella en blanc). A continuació s’explica la funcionalitat de cadascun: 
 LT: És el selector de Llaç Tancat. L’activació de la casella permet a l’usuari  
visualitzar els pols del sistema de control de llaç tancat. Aquest sistema és el de 
control òptim i els seus pols es representen en forma de rombe (◊) . 
 Múltiple: Permet activar/desactivar la visualització de 5 sistemes. Quan es 
visualitzen tots els sistemes (casella activada), es pot observar que tots els pols 
tenen colors diferents. El pol de color negre és l’actiu i és el que l’usuari pot moure 
per la figura per estudiar el seu comportament.  
Fig. 1 Figures que apareixen per pantalla  
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Figura Diagrama de Nyquist 
En aquesta figura es representa la part real de la funció de transferència del sistema òptim a 
l’eix x, la part imaginària es traça a l’eix y. Es visualitza la circumferència de radi unitat (color 
verd). 
Figura Pla de fases 
Aquesta figura és la representació del retrat de fase del sistema de temps discret. Les 
variables d’estat d’aquest sistema són les components del vector x(k), on la component x1(k) 
correspon a l’eix horitzontal i x2(k) correspon a l’eix vertical.  
L’estat inicial de les trajectòries (x1(0), x2(0)) es visualitza en forma de cercle i les seves 
coordenades es mostren com a missatge informatiu a la part inferior esquerra de la pantalla. 
Aquest punt és interactiu, és a dir, l’usuari el pot moure per la figura.  
Quan s’activa la casella Múltiple apareixen les trajectòries de cadascun dels sistemes i els 
colors d’aquestes coincideixen amb els colors dels pols representats al pla z. L’usuari pot 
seleccionar quina trajectòria vol que sigui l’activa (de color negre) clickant a sobre d’aquesta.  
Figura Diagrama de Bode (guany) 
Aquesta figura correspon al diagrama de Bode i s’hi representa el guany expressat en dB. 
Si el selector Múltiple està desactivat només es visualitza una corba de guany, en cas 
contrari es visualitzen les corbes de guany dels 5 sistemes i els seus colors coincideixen 
amb els colors dels corresponents pols del pla z. 
Figura Diagrama de Bode (fase) 
Aquesta figura correspon al diagrama de Bode i s’hi representen les corbes de fase. 
Es visualitzen una o múltiples corbes de fase segons si la casella Múltiple està activada o 
desactivada. Els colors de les corbes coincideixen amb els colors del pols del pla z. 
Figura Resposta Temporal 
Es dibuixa l’evolució temporal de la variable de sortida y i de la variable de control u. 
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Es poden observar dues pertorbacions que afecten l’evolució de la resposta temporal. Una 
d’elles fa referència a una entrada graó, l’altra simbolitza l’efecte del soroll. Cada pertorbació 
està indicada en forma de recta vertical, amb origen en l’eix horitzontal i fi en forma de 
cercle. L’usuari pot variar les característiques de cada pertorbació tal i com s’indica a 
continuació: 
- La recta vertical es pot moure en la direcció de l’eix horitzontal, en sentit esquerre 
o dret, fent variar el moment a partir del qual té lloc la pertorbació. 
- Es pot modificar la longitud de la recta, fent variar l’amplitud de la pertorbació. 
Tant per variar el temps com l’amplitud, l’usuari ha de posar el cursor a sobre del cercle. 
Paràmetres 
Hi ha un paràmetre anomenat alpha que està situat a sobre de la figura Representació pols-
zeros. Està comprès entre 0 i 1 i l’usuari pot anar variant el seu valor. 
3) Exemples 
Si es clicka la pestanya Info de la barra superior de la pantalla, es poden observar vàries 
opcions. Hi ha l'opció Reset, que fa referència a la configuració inicial quan s’executa 
l’aplicació, i també hi ha disponibles 5 exemples. A continuació, es fa un breu resum de les 
configuracions dels exemples: 
 Exemple 1 
Sistema estable amb pols reals. Valors d’alpha baixos que van de 0,1 a 0,5. 
 Exemple 2 
Sistema inestable amb pols reals. Valors d’alpha baixos que van de 0,1 a 0,5. 
 Exemple 3 
Sistema inestable amb pols complexes conjugats. Valors d’alpha baixos que van de 0,1 
a 0,5. 
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 Exemple 4 
Sistema estable amb pols complexes conjugats. Valors d’alpha alts que van de 0,5 a 0,9. 
 Exemple 5 
Sistema inestable amb pols reals. Valors d’alpha alts que van de 0,5 a 0,9. 
7.5. Incertesa i Robustesa 
1) Contingut teòric 
El Control Robust és un tipus de sistema de control que assumeix l’existència d’incertesa 
o error entre la planta real i el model matemàtic i ho inclou en el procés de disseny del 
sistema.  
Tot seguit es presenten els conceptes següents: 
 Incertesa: és el conjunt de diferències entre el model matemàtic i el sistema real. 
 Robustesa: és la capacitat del sistema de control de satisfer les especificacions 
malgrat la incertesa. 
En aquesta aplicació s’estudia el tipus d’incertesa multiplicativa. 
A continuació, s’explica en què consisteix la incertesa multiplicativa i com s’adapta en 
aquesta aplicació.  
S’anomena   ( ) la funció de transferència de la planta nominal i  ( ) la funció de 
transferència de la planta pertorbada, és a dir, la planta real. L’equació que les relaciona, 
tenint en compte la incertesa multiplicativa, és la següent: 
on  ( ) correspon a una funció de transferència anomenada funció de pesat i  ( ) és 
qualsevol funció de transferència que satisfà  ‖ ‖   . 
 ( )    ( )  (   ( )   ( )) (Eq.  1) 
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De l’Eq. 1 s’obté: 
Per tant, si ‖ ‖   : 
| (  )| proporciona la incertesa i aquesta augmenta amb l’augment de la freqüència.   
actua com un factor d’escala de la magnitud de la pertorbació.  
En aquesta aplicació, ( ) i   ( ) tenen les següents expressions: 
on n indica el nombre de zeros i m indica el nombre de pols,   i    són els guanys de la 
funció de pesat i de la planta nominal, respectivament. 
L’objectiu d’aquesta aplicació és estudiar l’estabilitat del sistema. Per aconseguir-ho 
s’estudien el marge de guany i el marge de fase. A més, per analitzar l’estabilitat de la 
robustesa del model amb pertorbació multiplicativa, es procedeix a fitar les traces dels 
diagrames de Bode, Nyquist i Nichols. La traça pertorbada, és a dir, la de la planta real  ( ), 
segueix la mateixa trajectòria que la traça de la planta nominal   ( ), però la pertorbació 
provoca que la seva trajectòria es desviï de la traça de   ( ). Com a conseqüència, es 
decideix establir uns límits dins dels quals es desvia la traça de  ( ), però que en cap cas 
els sobrepassarà. Es tracta, doncs, de fitar les traces dels diagrames anomenats 
anteriorment amb l’objectiu d’indicar el límit d’estabilitat. 
 (Eq.  2) 
 ( )
  ( )
    ( )   ( ) 
 (Eq.  3) |
 (  )
  (  )
  |  | (  )|                
 
 ( )    
(      )
(      )
 
 
 (Eq.  4) 
  ( )  
   [
(   )  (   )    (   )
(   )  (   )    (   )
]  (    )  (    )    (    )
(    )  (    )    (    )
 
 
 (Eq.  5) 
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2) Pantalla 
 
 
 
Figura Representació pols-zeros 
Aquesta figura representa el pla s i s’hi poden visualitzar els pols i zeros de la funció de 
transferència de la planta nominal   ( ). Els pols es mostren en forma de creu i els zeros 
en forma de rodona. 
El semiplà esquerre del pla s correspon a la zona estable d’ubicació dels pols i zeros. 
Aquesta zona s’ha pintat de color groc pàl·lid. 
Els pols i zeros són interactius i l’usuari els pot moure pel pla s.  
 
 
Fig. 1 Figures que apareixen per pantalla  
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Selectors 
A sobre de la figura Representació pols-zeros s’observen tres selectors, les caselles dels 
quals poden estar activades (caselles marcades amb una “x”) o desactivades (caselles en 
blanc). Són els següents: 
 MG/MF: és el selector que permet visualitzar el marge de guany (MG) i el 
marge de fase (MF) als diagrames de Bode (guany i fase), diagrama de Nyquist 
i diagrama de Nichols. 
 Freqüències individuals: permet visualitzar la regió fitada per a tres freqüències 
diferents als diagrames de Bode (guany i fase), diagrama de Nyquist i diagrama 
de Nichols. 
 Evolvent: permet la visualització de la regió fitada per a tot el rang de 
freqüències definit a cada diagrama. Les evolvents es visualitzen als diagrames 
de Bode (guany i fase), diagrama de Nyquist i diagrama de Nichols. 
Figura Diagrama de Bode (guany) 
Aquesta figura correspon al diagrama de Bode i s’hi representa el guany de la funció   ( ) 
expressat en dB. Quan s’activa la casella del selector MG/MF es visualitzen el marge de 
guany i la freqüència d’encreuament de guany: 
 Marge de guany: es dibuixa en forma de segment vertical de color verd. Té lloc a la 
freqüència d’encreuament de fase, és a dir, quan la corba de Bode de fase creua els 
-180º, i és la distància que va de la corba de guany a 0 dB. El marge de guany és 
positiu si es troba per sota dels 0 dB. En cas contrari, és negatiu. El seu valor es 
mostra com a missatge informatiu a la barra inferior de la pantalla quan es posa el 
cursor a sobre del segment. 
 Freqüència d’encreuament de guany: es representa en forma de petit cercle de 
color vermell. És la freqüència que té lloc quan la corba de Bode de guany creua els 
0 dB. Serveix per indicar quan es produeix el marge de fase, el qual es visualitza al 
Diagrama de Bode (fase). El seu valor es mostra com a missatge informatiu a la 
barra inferior de la pantalla.  
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Quan s’activa la casella Freqüències individuals es visualitzen tres segments de color blau 
situats a tres freqüències diferents. Les tres freqüències són interactives i l’usuari les pot 
moure al llarg de la corba. El seu valor es mostra com a missatge informatiu a la barra 
inferior de la pantalla. Els extrems del segment blau indiquen els valors màxim i mínim de 
guany que pot prendre la corba en aquella freqüència, degut a la pertorbació multiplicativa.  
Quan s’activa la casella Evolvent es visualitzen dos evolvents, una per als valors màxims de 
guany i l’altra, per als valors mínims.  
Figura Diagrama de Bode (fase) 
Aquesta figura correspon al diagrama de Bode i s’hi representen les corbes de fase de 
  ( ). Quan s’activa la casella del selector MG/MF es visualitzen el marge de fase i la 
freqüència d’encreuament de fase: 
 Marge de fase: es dibuixa en forma de segment vertical de color vermell. Té lloc a la 
freqüència d’encreuament de guany, és a dir, quan la corba de Bode de guany creua 
els 0dB, i és la distància que va de la corba de fase a -180º. El marge de fase és 
positiu si es troba per sobre dels -180º. En cas contrari, és negatiu. El seu valor es 
mostra com a missatge informatiu a la barra inferior de la pantalla quan es posa el 
cursor a sobre del segment. 
 Freqüència d’encreuament de fase: es representa en forma de petit cercle de color 
verd. És la freqüència que té lloc quan la corba de Bode de fase creua els -180º. 
Serveix per indicar quan es produeix el marge de guany, el qual es visualitza al 
Diagrama de Bode (guany). El seu valor es mostra com a missatge informatiu a la 
barra inferior de la pantalla.  
Quan s’activa la casella Freqüències individuals es visualitzen tres segments de color blau 
situats a tres freqüències diferents. Les tres freqüències són interactives i l’usuari les pot 
moure al llarg de la corba. El seu valor es mostra com a missatge informatiu a la barra 
inferior de la pantalla. Els extrems del segment blau indiquen els valors màxim i mínim de 
fase que pot prendre la corba en aquella freqüència, degut a la pertorbació multiplicativa.  
Quan s’activa la casella Evolvent es visualitzen dos evolvents, una per als valors màxims de 
fase i l’altra, per als valors mínims. 
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Figura Diagrama de Nyquist 
En aquesta figura es representa la part real de la funció de transferència   ( ) a l’eix 
horitzontal, mentre que la seva part imaginària es representa a l’eix vertical. S’observa 
una circumferència de color verd que correspon a la circumferència de radi unitat. Quan 
s’activa la casella del selector MG/MF es visualitzen el marge de guany i el marge de 
fase: 
 Marge de guany: es dibuixa en forma de segment horitzontal de color verd. Aquest 
segment indica la distància que va del punt (0,0) a la traça de Nyquist quan aquesta 
creua l’eix real negatiu. Aquesta distància és igual a     , on    és el marge de 
guany. El seu valor es mostra com a missatge informatiu a la barra inferior de la 
pantalla quan es posa el cursor a sobre del segment. 
 Marge de fase: es dibuixa un segment de color vermell que va del punt (0,0) al punt 
de creuament entre la traça de Nyquist i la circumferència de radi unitat. La fase que 
va dels -180º al segment és   (marge de fase). El seu valor es mostra com a 
missatge informatiu a la barra inferior de la pantalla quan es posa el cursor a sobre 
del segment.  
Quan s’activa la casella Freqüències individuals es visualitzen tres circumferències de color 
blau situades a tres freqüències diferents. Simbolitzen la regió límit a la que pot variar la 
traça de Nyquist per a aquella freqüència determinada quan té lloc una pertorbació 
multiplicativa. Les tres freqüències, punts del centre de les circumferències, són interactives i 
l’usuari les pot moure al llarg de la corba. El seu valor es mostra com a missatge informatiu a 
la barra inferior de la pantalla.  
Quan s’activa la casella Evolvent es visualitzen dos evolvents tangents a les circumferències 
i que segueixen la trajectòria de la traça de Nyquist.  
Figura Diagrama de Nichols 
El diagrama de Nichols expressa el valor de guany de   ( ) en funció de la seva fase. A 
l’eix d’ordenades es troba representat el guany en dB, a l’eix de coordenades, l’angle de 
fase en graus. De la mateixa manera que als diagrames anteriors, quan s’activa la casella 
del selector MG/MF es visualitzen el marge de guany i el marge de fase: 
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 Marge de guany: correspon al segment vertical de color verd. És la distància que va 
del punt de la corba a -180º fins a 0 dB. El seu valor es mostra com a missatge 
informatiu a la barra inferior de la pantalla quan es posa el cursor a sobre del 
segment. 
 Marge de fase: correspon al segment horitzontal de color vermell. És la distància 
que va del punt de la corba a 0 dB fins a -180º. El seu valor es mostra com a 
missatge informatiu a la barra inferior de la pantalla quan es posa el cursor a sobre 
del segment. 
Quan s’activa la casella Freqüències individuals es visualitzen tres segment de color blau, 
cadascun per a un valor de freqüència diferent. Els seus extrems simbolitzen els punts 
límits als que pot variar la traça de Nichols per a aquella freqüència determinada quan té 
lloc una pertorbació multiplicativa. Les tres freqüències, punts que es troben al llarg de la 
corba, són interactives i l’usuari les pot moure i modificar així els seus valors. Aquests es 
mostren com a missatge informatiu a la barra inferior de la pantalla. 
Quan s’activa la casella Evolvent es visualitzen dos evolvents, que són els límits als que es 
pot desviar la corba de Nichols.  
Paràmetres  
Els paràmetres es troben localitzats a sobre de la figura Representació pols-zeros. En 
aquesta aplicació n’hi ha quatre: 
  : és el guany de la funció de pesat ( ). El seu valor està comprès entre 0 i 10. 
   : és la constant de temps del pol de  ( ). El seu valor està comprès entre 0,01 i 
10. 
   : és la constant de temps del zero de ( ). El seu valor està comprès entre 0,01 i 
10. 
   : és el guany de la funció de transferència nominal   ( ). El seu valor està 
comprès entre 0 i 10. 
L’usuari pot anar variant el valor de cada paràmetre. 
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3) Exemples  
Si es clicka la pestanya Info de la barra superior de la pantalla, es poden observar vàries 
opcions. Hi ha l'opció Reset, que fa referència a la configuració inicial quan s’executa 
l’aplicació, i també hi ha disponibles 2 exemples: 
 Exemple 1: es mostra un sistema de primer ordre. 
 Exemple 2: es mostra un sistema de segon ordre. 
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8. Impacte ambiental 
En tot projecte és necessari identificar i analitzar quin és el seu impacte ambiental per així 
poder valorar els seus efectes, doncs s’ha de prendre consciència de tot el que es genera i 
es consumeix des d’un punt de vista sostenible. 
Per aquesta raó, en aquest apartat es presenta l’estudi d’impacte ambiental, en el qual s’ha 
avaluat d’una banda l’impacte ambiental degut al desenvolupament del projecte, i d’altra 
banda degut a la posada en pràctica del projecte.  
8.1. Impacte ambiental de la realització del projecte 
Donada la naturalesa d’aquest projecte, de caràcter informàtic, es pot afirmar que aquest no 
té implicacions estretament relacionades amb l’impacte ambiental. La seva realització 
consisteix en crear diverses aplicacions interactives i les seves respectives fitxes en format 
digital, que tenen la funció de manual per a l’usuari. Per tant, només cal destacar el consum 
d’energia elèctrica de l’ordinador personal utilitzat durant el procés de creació de les 
aplicacions i les fitxes. També es pot considerar l’ús de paper i consumibles ofimàtics, com 
la tinta de la impressora, que han sigut necessaris per disposar d’articles i documentació a 
partir dels quals s’han creat algunes aplicacions.  
8.2. Impacte ambiental de la posada en pràctica del projecte 
Tal i com s’ha comentat a l’apartat anterior, es tracta d’un projecte de característiques 
informàtiques i això provoca que tingui un impacte ambiental baix. Per a la posada en 
pràctica del present projecte, l’impacte ambiental és gairebé el mateix que per a la realització 
d’aquest, ja que cada usuari només necessita un ordinador per treballar amb les aplicacions 
interactives. Així doncs, només es considera el consum elèctric de l’ordinador personal que 
fa servir l’usuari. 
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9. Estudi econòmic 
L’elaboració del pressupost del projecte requereix tenir en compte dos tipus de despeses: 
les despeses degudes a la realització del projecte, és a dir, al seu desenvolupament, i les 
despeses degudes a la posada en funcionament d’aquest. D’aquesta manera, es fa un 
anàlisi econòmic dividit en dos blocs i es presenta a continuació: 
9.1. Pressupost de la realització del projecte 
D’una banda, la realització del projecte inclou despeses de personal que són les hores 
necessàries dedicades a l’elaboració del projecte. El conjunt d’aquestes d’hores engloba 
diverses tasques dutes a terme i que són les següents: 
 Aprenentatge de l’ús del programa informàtic Sysquake. 
 Elaboració de les aplicacions interactives: inclou les tasques de disseny, 
programació (implementació) i documentació (redactar les fitxes per a l’usuari). 
 Redacció de la memòria. 
S’ha considerat un preu de 8€ per hora treballada, que correspon al preu orientatiu que 
l’Escola Tècnica Superior d’Enginyeria Industrial de Barcelona (ETSEIB) fixa en concepte de 
borsa o ajut a l’estudi als estudiants en conveni de cooperació educativa amb empreses. 
D’altra banda, es tenen en compte les despeses de tipus material, com el paper, 
impressions, la tinta d’impressora, així com també les despeses de l’enquadernació del 
projecte. Per tal de generalitzar-ho, totes aquestes s’anomenen despeses de material 
d’oficina. 
També cal recordar l’ús de l’ordinador personal mitjançant el qual s’han creat les aplicacions 
interactives i s’ha redactat tota la documentació. No obstant, l’ordinador s’avalua com a 
despesa d’amortització, ja que la compra d’aquest no va ser exclusivament per a la 
realització del treball. S’ha considerat una amortització del 38%, doncs s’ha requerit 
aproximadament uns 8 mesos per realitzar el projecte i la vida útil de l’ordinador seria d’un 
any i 9 mesos.   
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Per últim, cal considerar les despeses de transport degudes als desplaçaments necessaris 
per les tutories, és a dir, les múltiples reunions de seguiment amb el tutor del projecte per 
resoldre dubtes i definir els continguts del projecte.  
Tot seguit es presenta la Taula 8.1 on es resumeixen les despeses explicades anteriorment: 
Concepte 
   
Despeses personal [h] [€/h] Total [€] 
  Aprenentatge programa 20 8 160 
  Elaboració aplicacions interactives       
  
 
Disseny 140 8 1120 
  
 
Implementació 300 8 2400 
  
 
Fitxes 180 8 1440 
  Redacció memòria 80 8 640 
Total despeses personal 5760 
Despeses materials Amortització [€] Total [€] 
  Material d'oficina 1 100 100 
  Amortització ordinador 0,38 900 342 
Total despeses materials 442 
Despeses transport Total [€] 
  Desplaçaments per tutories 400 
Total despeses transport 400 
TOTAL [€] 6602 
 
9.2. Pressupost de la posada en pràctica del projecte 
Posar en pràctica el projecte suposa la compra del material necessari per poder utilitzar les 
aplicacions interactives. Així doncs, es necessita un ordinador i el programa Sysquake. Avui 
dia la major de part dels usuaris que farien ús d’aquestes aplicacions ja disposen 
d’ordinador, com també en disposen les escoles o universitats que volguessin adquirir 
aquest producte de cara a l’ensenyament. Donades les circumstàncies, només es té en 
compte les despeses d’adquisició del programa, el qual es pot adquirir directament 
mitjançant el seu distribuïdor (Calerga Sarl). 
El preu de venda del programa Sysquake varia en funció de qui sigui el comprador 
(escoles/universitats i comprador independent), ja que diferencia entre si és per ús acadèmic 
Taula 8.1. Pressupost de la realització del projecte  
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o no. També varia segons el nombre de llicències adquirides i segons si es compra en 
format CD o es descarrega des de la web. La següent taula presenta els preus de venda: 
 
 
CD 
Descàrrega 
 
1 llicència (1 
ordinador) 
5 llicències (5 
ordinadors) 
Comprador 
independent 
2046,91 € 6140,72 € 1842,22 € 
Escoles/universitats 818,76 € 2456,29 € 736,9 € 
 
 
 
 
 
  
Taula 8.2. Preus de venda del programa Sysquake 
Font: www.calerga.com 
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Conclusions 
En aquest projecte s’han dissenyat cinc aplicacions interactives que tenen l’objectiu de ser 
utilitzades com a suport a la docència en el camp de la teoria de control. 
En primer lloc, s’ha introduït el concepte de la interactivitat i s’ha explicat perquè és important 
en l’àmbit de la docència. Tot seguit, s’ha especificat la gran utilitat que aquesta té en la 
teoria de control i com és d’útil aprofitar la riquesa en continguts visuals d’aquest camp per 
crear eines manipulables.  
A continuació, s’han explicat els passos seguits en el procés d’elaboració de les aplicacions 
interactives, on es detallen les característiques de les aplicacions i de les fitxes que 
serveixen de petit manual d’usuari.  
Seguidament, s’ha procedit a introduir cadascuna de les aplicacions interactives, en les 
quals s’explica, d’una banda, la teoria relacionada amb l’aplicació, i d’altra banda, el procés 
d’implementació de codi que s’ha realitzat durant la seva creació. 
A més, s’han afegit les cinc fitxes, que són els documents que acompanyen a les 
aplicacions. 
Finalment, cal destacar que el camp de la teoria de control és molt ampli i disposa d’un gran 
ventall de conceptes que poden ser tractats amb la interactivitat i que, per tant, aquestes 
aplicacions interactives creades només són una petita contribució al material docent que es 
fa servir en aquest camp. 
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